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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 9. Τάξη µητρώου, Υπόχωροι παραγόµενοι από µητρώο

Ασκήσεις

1. (Σεπτέµβριος 2019) Για το µητρώο

A =

(
2 −1 1
0 1 −1

)
(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο στηλών του A.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον µηδενόχωρο του A.

(γʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο γραµµών του A.

2. Θεωρούµε το σύστηµα Ax = b, όπου

A =

 1 0 2
2 1 5
−1 3 1

 και b =

1
3
b


µε b να είναι µια πραγµατική παράµετρος.

(αʹ) Είναι το µητρώο A αντιστρέψιµο ;

(ϐʹ) Να ϐρεθούν ο χώρος στηλών, ο χώρος γραµµών και ο µηδενόχωρος του A.

(γʹ) Για ποιά b το σύστηµα έχει λύση ή λύσεις ;

3. (Ιούνιος 2018) επιλεξτε και κυκλωστε αναλογα. Για το µητρώο

A =

3 3 3
2 2 2
2 2 2


Η τάξη του, rankA, είναι : 1 2 3

4. (Σεπτέµβριος 2018) µαυριστε αν η εκφραση ειναι αληθης. Για A ∈ Rn×5 ϑεωρούµε το σύστηµα
Ax = b

□ Αν rankA = n, τότε n < 5.

□ Αν rankA = 5, τότε rangeA = Rn.

□ Αν το σύστηµα έχει λύση για κάθε b, τότε 5 ≥ n.

□ Αν για b = 0 είναι x = 0, τότε rankA ≥ 5.

5. (Ιούνιος 2019) Εάν R είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή για το A, όπου

A =

a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4

 R =

1 −1 0 1
0 0 1 −1
0 0 0 0


(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον χώρο στηλών του A.
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(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον µηδενόχωρο του A.

(γʹ) Να ϐρεθεί η λύση του συστήµατος Ax = 0.

6. Για το µητρώο A

A =

1 2 −3 2
1 4 5 −2
2 6 2 0


(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση BC για τον χώρο στηλών rangeA του A.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση BN για τον µηδενόχωρο nullA του A.

(γʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση BR για τον χώρο γραµµών rangeAT του A.

(δʹ) Να ϐρεθεί η διάσταση του αριστερού µηδενόχωρου nullAT.

(εʹ) Χρησιµοποιήστε το Θεµελιώδες Θεώρηµα για να ϐρείτε ϐάσεις για το R4 και R3 επεκτείνο-
ντας τις ήδη υπάρχουσες.

(ϛʹ) Αν

b =

1
2
3


να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος Ax = b.

Λύσεις

1.

2. Η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή (ακµ) του A περιέχει και παρέχει τις πληροφορίες που µας
ενδιαφέρουν. Θεωρούµε λοιπόν το επαυξηµένο µητρώο

(
A b

)
και εφαρµόζουµε τη διαδικασία

της απαλοιφής

(
A b

)
=

 1 0 2 1
2 1 5 3
−1 3 1 b

 →

1 0 2 1
0 1 1 1
0 3 3 b+ 1

 →

1 0 2 1
0 1 1 1
0 0 0 b− 2

 =
(
R0 b′). (1)

Με cj και c′j , j = 1, 2, 3 συµβολίζουµε τις στήλες του A και R0, αντίστοιχα, και µε rj και r′j ,
j = 1, 2, 3 τις γραµµές του A και R0.

(αʹ) Στο R0 (ακµ) ϐλέπουµε δύο οδηγούς. Τί σηµαίνει ή τί συνεπάγεται αυτό το αποτέλεσµα ;

(i ) Το R0 άρα και το A έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες στήλες

2c′1 + c′2 = c′3 ⇒ 2c1 + c2 = c3

άρα το A δεν αντιστρέφεται.
(ii ) Το R0 έχει µια µηδενική γραµµή, άρα αν ξεκινούσαµε από το µητρώο

(
A I

)
δεν ϑα

µπορούσαµε ποτέ µε απαλοιφή να καταλήξουµε σ΄ ένα µητρώο
(
I B

)
, κατά συνέπεια

τέτοιο B, το αντίστροφο του A−1, δεν υπάρχει.
(iii ) R0 ̸= I, ισοδύναµα το A δεν είναι γραµµοϊσοδύναµο µε το ταυτοτικό µητρώο I,

εποµένως το A−1 δεν υπάρχει.

(ϐʹ) Από το (α΄) ο χώρος στηλών του A παράγεται από τις δύο πρώτες στήλες του δηλαδή από
τα διανύσµατα c1 και c2, τα οποία αποτελούν και µια ϐάση του, έτσι

C(A) = rangeA = span

{ 1
2
−1

 ,

0
1
3

}
.
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Το R0 έχει µια µηδενική γραµµή, την τρίτη, άρα τόσο το R0 όσο και το A έχουν δύο
γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές, δηλαδή υπάρχουν σταθερές λ1, λ2 ώστε

λ1r1 + λ2r2 = r3.

(Η ισότητα ισχύει για λ1 = −7 και λ2 = 3.) ΄Ετσι ο χώρος γραµµών του A είναι

R(A) = C(AT) = rangeAT = span

{1
0
2

 ,

2
1
5

}
.

Για τον µηδενόχωρο του A λύνουµε το σύστηµα Ax = 0, ισοδύναµα το R0x = 0, έτσι αν
x =

(
x y z

)T, το

x+ 2z = 0

y + z = 0

}
⇔

{
x = −2z

y = −z
έτσι x =

x
y
z

 =

−2z
−z
z

 = z

−2
−1
1

 ,

κατά συνέπεια ο µηδενόχωρος του A είναι

nullA = span

{−2
−1
1

}
.

(γʹ) Το σύστηµα Ax = b έχει λύση αν και µόνο αν b ∈ C(A), ισοδύναµα υπάρχουν λ, µ ώστε1
3
b

 = λ

 1
2
−1

+ µ

0
1
3

 =

 λ
2λ+ µ
−λ+ 3µ


απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι λ = µ = 1 και b = 2. ΄Ετσι το σύστηµα έχει λύση αν και µόνο αν
b = 2.
Σηµειώνουµε ότι την τελευταία αυτή πληροφορία την παίρνουµε από την (1), σύµφωνα µε
ό,τι ξέρουµε από την επίλυση συστηµάτων.

♠ Να ϐρεθεί η γενική λύση του συστήµατος Ax = b.

Από την (1), για b = 2, παίρνουµε το σύστηµα

x+ 2z = 1

y + z = 1

}
⇔

{
x = 1− 2z

y = 1− z

έτσι αν x =
(
x y z

)T είναι λύση, τότε

x =

x
y
z

 =

1− 2z
1− z
z

 =

1
1
0

+

−2z
−z
z


΄Ετσι η γενική λύση του συστήµατος Ax = b είναι

x = t

−2
−1
1

+

1
1
0

 = x0 + xp, t ∈ R. (2)

Το τµήµα

x0 = t

−2
−1
1


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είναι η γενική λύση του οµοιογενούς συστήµατος Ax = 0, και το

xp =

1
1
0


είναι µια ειδική λύση του συστήµατος Ax = b.

Για σταθερό t, έστω t = 3, το

x = 3

−2
−1
1

+

1
1
0

 =

−5
−2
3


είναι µια επίσης (ειδική) λύση του Ax = b. Πράγµατι 1 0 2

2 1 5
−1 3 1

−5
−2
3

 =

1
3
2

 = b.

♣ Να ϐρεθεί ο αριστερός µηδενόχωρος του A.

Η διαδικασία της απαλοιφής υλοποιείται µέσω του πολλαπλασιασµού µε στοιχειώδη µη-
τρώα ως 1 0 0

0 1 0
0 −3 1

1 0 0
0 1 0
1 0 1

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

A = R0

απ΄ όπου πολλαπλασιάζοντας ϐρίσκουµε LA = R0, όπου

L =

 1 0 0
−2 1 0
7 −3 1

 .

΄Ετσι µε αναστροφή παίρνουµε (LA)T = RT
0, ισοδύναµα

ATLT = AT

1 −2 7
0 1 −3
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
2 1 0

 .

Από την τελευταία σχέση ϐλέπουµε ότι η τρίτη στήλη του LT πολλαπλασιασµένη από αρι-
στερά µε το AT δίνει τη µηδενική στήλη του RT

0, κατά συνέπεια ο αριστερός µηδενόχωρος

του A είναι

nullAT = span

{ 7
−3
1

}
.

3. Οι τρεις στήλες του µητρώου είναι ίσες εποµένως το A έχει µία γραµµικά ανεξάρτητη στήλη,
ισοδύναµα rankA = 1. ∆ιαφορετικά, οι γραµµές του A είναι πολλαπλάσια της γραµµής µε 1
παντού, οπότε rankA = 1.

4. ΄Εστω A =
(
a1 a2 · · · a5

)
όπου aj ∈ Rn, j = 1, 2, . . . , 5, τότε έχουµε

R(A) ⊆ R5, C(A) = rangeA ⊆ Rn, rankA ≤ min{5, n}

όπου rankA = dimR(A) = dimC(A).

□ Αν rankA = n, τότε n ≤ 5.
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□ Αν rankA = 5, τότε 5 ≤ n και dim(rangeA) = 5, κατά συνέπεια η εικόνα rangeA είναι ένας
5-διάστατος υπόχωρος του Rn.

■ Αν το σύστηµα έχει λύση για κάθε b, τότε κάθε b ∈ Rn ανήκει στο χώρο στηλών του A,
εποµένως Rn ⊆ C(A), ισοδύναµα n ≤ dimC(A) ≤ 5.
∆εδοµένου ότι C(A) ⊆ Rn, ισοδύναµα dimC(A) ≤ n, έπεται, τελικά, ότι rankA = n, οπότε
n ≤ 5, έτσι Rn = C(A) = span{a1,a2, . . . ,a5}.

■ Αν για b = 0 είναι x = 0, τότε ισοδύναµα έχουµε ότι

x1a1 + x2a2 + · · ·+ x5a5 = 0 ⇒ x1 = x2 = · · · = xn = 0

ισοδύναµα οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, εποµένως n ≥ 5 και rankA = 5 άρα
ϑα ισχύει ότι rankA ≥ 5.

5.

6. Βρίσκουµε την ανηγµένη κλιµακωτή µορφή R0 του µητρώου1 2 −3 2
1 4 5 −2
2 6 2 0

 →

1 2 −3 2
0 2 8 −4
0 2 8 −4

 →

1 0 −11 6
0 2 8 −4
0 0 0 0

 →

1 0 −11 6
0 1 4 −2
0 0 0 0

 .

(αʹ) Οι δύο πρώτες στήλες του R0 είναι αυτές που περιέχουν τους οδηγούς, κατά συνέπεια µια
ϐάση για το χώρο στηλών του A αποτελούν οι δύο πρώτες στήλες του A, έτσι

BC =

{1
1
2

 ,

2
4
6

}
.

(ϐʹ) Τα µητρώα A και R0 είναι γραµµοϊσοδύναµα, εποµένως τα συστήµατα Ax = 0 και R0x = 0
είναι ισοδύναµα. Επιλύοντας το R0x = 0 ϐρίσκουµε

x1 − 11x3 + x4 = 0

x2 + 4x3 − 2x4 = 0

}
⇔

{
x1 = 11x3 − x4

x2 = −4x3 + 2x4

έτσι αν x ∈ nullA, τότε

x =


x1
x2
x3
x4

 =


11x3 − 6x4
−4x3 + 2x4

x3
x4

 = x3


11
−4
1
0

+ x4


−6
2
0
1


ισοδύναµα

nullA = span

{
11
−4
1
0

 ,


−6
2
0
1

}

και επειδή τα δύο διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα έπεται ότι µια ϐάση για τον
µηδενόχωρο είναι η

BN =

{
11
−4
1
0

 ,


−6
2
0
1

}
.
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(γʹ) Οι δύο πρώτες γραµµές του R0 είναι αυτές που περιέχουν τους οδηγούς, κατά συνέπεια
µια ϐάση για το χώρο γραµµών του A αποτελούν οι δύο πρώτες γραµµές του A ή του R0,
έτσι

BR =

{
1
0

−11
6

 ,


0
1
4
2

}
.

Μια άλλη ϐάση για το χώρο γραµµών του A αποτελείται από τις δύο πρώτες γραµµές του
A, έτσι

B′
R =

{
1
2
−3
2

 ,


1
4
5
−2

}
.

Παρατηρούµε ότι
1
2
−3
2

 =


1
0

−11
6

+ 2


0
1
4
2

 και


1
4
5
−2

 =


1
0

−11
6

+ 4


0
1
4
2


κατά συνέπεια spanBR = spanB′

R. Το ανάλογο αποτέλεσµα ∆ΕΝ ισχύει για τον χώρο
στηλών. Γιατί ; Μήπως επειδή κατά την διαδικασία της απαλοιφής χρησιµοποιούµε γραµ-
µικούς συνδυασµούς των γραµµών µόνο ;

(δʹ) Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα έχουµε ότι

R3 = nullAT ⊕ rangeA ⇒ dim(nullAT) = dim(R3)− dim(rangeA)

= 3− 2

= 1.

(εʹ) Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα έχουµε

i . αφενός ότι

R4 = nullA⊕ rangeAT , και (rangeAT )⊥ = nullA,

όπου rangeAT = C(AT ) = R(A). ΄Ετσι µια ϐάση B4 για το R4 είναι η

B4 = BN ∪ BR =

{
11
−4
1
0

 ,


−6
2
0
1




1
0

−11
6

 ,


0
1
4
2

}
.

Παρατηρήστε ότι τα δύο πρώτα διανύσµατα της ϐάσης είναι ορθογώνια στα δύο τελευ-
ταία.

ii . και αφετέρου

R3 = nullAT ⊕ rangeA, και (rangeA)⊥ = nullAT,

όπου rangeA = C(A). ΄Ετσι µια ϐάση B3 για το R3, µέσω των (α΄) και (δ΄), είναι η

B3 = BC ∪ BNT =

{1
1
2

 ,

2
4
6

 ,n

}
,
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όπου το διάνυσµα n είναι ορθογώνιο στα δύο πρώτα. ΄Ετσι αν n =
(
x y z

)T ϑα πρέπει
να ισχύει

a

1
1
2

+ b

2
4
6

 ⊥

x
y
z


για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς a και για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς
b, ισοδύναµα

(a+ 2b)x+ (a+ 4b)y + (2a+ 6b)z = 0 ⇔
a(x+ y + 2z) + b(2x+ 4y + 6z) = 0

για όλα τα Ϲεύγη πραγµατικών αριθµών a και b, κατά συνέπεια ϑα πρέπει να ισχύει

x+ y + 2z = 0

2x+ 4y + 6z = 0

}
⇔

{
x+ y + 2z = 0

y + z = 0

}
⇔

{
x = −z

y = −z

έτσι παίρνοντας ως n =
(
1 1 − 1

)T µια ϐάση για το R3 είναι η

B3 =

{1
1
2

 ,

2
4
6

 ,

 1
1
−1

}
.

Επαληθεύστε ότι An = 0.

(ϛʹ) ∆ιαµορφώνοντας το επαυξηµένο µητρώο
(
A b

)
µε απαλοιφή ϐρίσκουµε1 2 −3 2 1

1 4 5 −2 2
2 6 2 0 3

 →

1 2 −3 2 1
0 2 8 −4 1
0 2 8 −4 1

 →

1 0 −11 6 0
0 1 4 −2 1/2
0 0 0 0 0

 ,

εποµένως η γενική λύση x =
(
x1 x2 x3 x4

)T είναι

x =


x1
x2
x3
x4

 =


11x3 − 6x4

−4x3 + 2x4 + 1/2
x3
x4



=


11x3
−4x3
x3
0

+


−6x4
2x4
0
x4

+


0

1/2
0
0



= x3


11
−4
1
0

+ x4


−6
2
0
1

+


0
1/2
0
0

 .

Παρατηρούµε ότι το τελευταίο διάνυσµα στην έκφραση του x είναι µια ειδική λύση xp

του συστήµατος Ax = b, αφού το επαληθεύει, ενώ τα δύο πρώτα αποτελούν τη ϐάση
του µηδενόχωρου nullA, άρα ο συνδυασµός είναι η γενική λύση x0 του οµοιογενούς
συστήµατος Ax = 0 επιβεβαιώνοντας ότι η γενική λύση x του συστήµατος δίνεται από τη
σχέση

x = x0 + xp.


