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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 8. Ορθογώνιο συµπλήρωµα, Ορθοκανονικοποίηση, Ορθο-
γώνια µητρώα

Ανασκόπηση

♦ Ορθοκανονικοποίηση Gram-Schmidt: Αν σε χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και επαγό-
µενη νόρµα ∥ · ∥ το S = {u1,u2, . . . ,un} είναι ένα σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων,
τότε η ακολουθία των διανυσµάτων που ορίζονται µε τη σχέση

w1 =
u1

∥u1∥

wk =
uk − ⟨uk,w1⟩w1 − · · · − ⟨uk,wk−1⟩wk−1

∥uk − ⟨uk,w1⟩w1 − · · · − ⟨uk,wk−1⟩wk−1∥
,

(1)

k = 2, . . . , n είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο στο X το οποίο παράγει τον ίδιο υπόχωρο µε το S.
Ειδικά αν το S είναι µια ϐάση του X, το {w1,w2, . . . ,wn} είναι µια ορθοκανονική ϐάση για
τον X.

♦ ΄Ενα τετραγωνικό µητρώο Q λέγεται ορθογώνιο αν οι στήλες του είναι ορθοκανονικά διανύσµα-
τα, ισοδύναµα αν

QTQ = QQT = I,

ισοδύναµα αν QT = Q−1.

Ασκήσεις

1. Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του υποσυνόλου του R2

S =

{(
x

x+ 1

)
: x ∈ R

}
.

2. ΄Εστω 0 < α < 1.

(αʹ) ∆είξτε ότι το

S =

{(
x
αx

)
: x ∈ R

}
.

είναι υπόχωρος του R2.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του S.

(γʹ) ∆είξτε ότι R2 = S ⊕ S⊥, επιβεβαιώνοντας το Θεώρηµα 2.

(δʹ) Επιβεβαιώστε το Πόρισµα 1.

3. Εάν

S =

{
x
y
x
y

 : x, y ∈ R

}
,

να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα S⊥ καθώς και µια ϐάση του S⊥.
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4. Αν

u1 =

1
1
0

 , u2 =

0
1
1


να ϐρεθεί µία ορθοκανονική ϐάση για τον W = span{u1,u2}.

5. Εξετάστε αν το άθροισµα ορθογωνίων µητρώων είναι ορθογώνιο.

6. Εξετάστε αν το γινόµενο ορθογωνίων µητρώων είναι ορθογώνιο.

7. Αν

q =

(
cos θ
sin θ

)
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα ορίζουµε το µητρώο Q = I − 2qqT.

(αʹ) ∆είξτε ότι το µητρώο Q είναι ορθογώνιο.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το µητρώο Q ικανοποιεί τη σχέση Q2 = I.

(γʹ) Ανακλά κάθε διάνυσµα ως προς την ευθεία η οποία είναι ορθογώνια στο q, δηλαδή κατά
µήκος του

q⊥ =

(
− sin θ
cos θ

)
.

ΛΥΣΕΙΣ

1. Το υποσύνολο S δεν είναι υπόχωρος του R2 γιατί δεν περιέχει το µηδενικό διάνυσµα, ισοδύναµα
δεν υπάρχει x ∈ R ώστε x = x+ 1 = 0. Το S παριστάνει την ευθεία µε εξίσωση y = x+ 1. Τα

S

u

v

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 1.

διανύσµατα

u =

(
0
1

)
, v =

(
−1
0

)
, w =

(
x

x+ 1

)
,

όπου x είναι τυχαίος πραγµατικός αριθµός, είναι στοιχεία του S. ΄Ετσι αν ξ =
(
a b

)T ∈ S⊥, ϑα
πρέπει να ισχύει

w · ξ = 0 ⇔ xa+ (x+ 1)b = 0

⇔ (a+ b)x+ b = 0.

Η τελευταία σχέση παριστάνει ένα πολυώνυµο το οποίο για όλες τις τιµές της ανεξάρτητης
µεταβλητής παίρνει την τιµή µηδέν, συνεπώς το πολυώνυµο αυτό είναι το µηδενικό πολυώνυµο,
οπότε ϑα πρέπει

a+ b = 0 και b = 0 ⇔ a = b = 0,

κατά συνέπεια ξ = 0, ισοδύναµα S⊥ = {0}.

2. (αʹ) Αν u είναι στοιχείο του S, τότε για κάποιο πραγµατικό αριθµό x είναι

u =

(
x
αx

)
= x

(
1
α

)
,
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κατά συνέπεια

S = span

{(
1
α

)}
ισοδύναµα το S είναι υπόχωρος του R2.

(ϐʹ) Αν ξ =
(
p q

)T ∈ S⊥, ϑα πρέπει(
p
q

)
·
(
1
α

)
= 0 ⇔ p+ qα = 0 ⇔ q = − p

α

εποµένως

ξ =

(
p

−p/α

)
= p

(
1

−1/α

)
⇔ S⊥ = span

{(
1

−1/α

)}
Παρατηρείστε ότι τόσο το S όσο και το S⊥ παριστάνουν ευθείες που είναι κάθετες µεταξύ
τους, και το γινόµενο των κλίσεών τους είναι ίσο µε −1.

(γʹ) ∆είχνουµε ότι για πραγµατικούς αριθµούς x, y υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί λ, µ ώστε(
x
y

)
= λ

(
1
α

)
+ µ

(
1

−1/α

)
⇔

{
λ+ µ = x

αλ− (1/α)µ = y

απ΄ όπου επιλύοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε

λ =
1

α2 + 1
x+

α

α2 + 1
y, µ =

α2

α2 + 1
x− α

α2 + 1
y.

(δʹ) (Πόρισµα 1. dimST = dimX − dimS) Πράγµατι

dimS⊥ = 2− dimS = 2− 1 = 1.

3. Αν
(
p q r s

)T είναι στοιχείο του S⊥, τότε
x
y
x
y

 ·


p
q
r
s

 = xp+ yq + xr + ys = (p+ r)x+ (q + s)y = 0

για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς x και όλους τους πραγµατικούς αριθµούς y. Από την
τελευταία σχέση για x = 1 και y = 0 έπεται ότι

p+ r = 0 ⇒ r = −p

ενώ για x = 0 και y = 1 έπεται ότι

q + s = 0 ⇒ s = −q,

κατά συνέπεια

S⊥ =

{
x
y
−x
−y

 : x, y ∈ R

}
.

Παρατηρούµε ότι 
x
y
−x
−y

 =


x
0
−x
0

+


0
y
0
−y

 = x


1
0
−1
0

+ y


0
1
0
−1


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κατά συνέπεια

S⊥ = span

{
1
0
−1
0

 ,


0
1
0
−1


}
.

Επειδή τα δύο τελευταία διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα έπεται ότι αποτελούν µια ϐάση
για τον υπόχωρο S⊥, οπότε µια ϐάση για τον υπόχωρο είναι η

BS⊥ =

{
1
0
−1
0

 ,


0
1
0
−1


}
.

4. Ακολουθώντας τη διαδικασία ορθοκανονικοποίησης υπολογίζουµε ∥u1∥ =
√
2, οπότε

w1 =
1

∥u1∥
u1 =

1√
2

1
1
0

 .

Στη συνέχεια ορίζουµε v2 = u2 − (u2 ·w1)w1, και υπολογίζουµε

u2 ·w1 =
1√
2
(0 + 1 + 0) =

1√
2

και

v2 =

0
1
1

− 1√
2

1√
2

1
1
0

 =

−1/2
1/2
1

 , ∥v2∥ =

√
3

2

οπότε

w2 =
1

∥v2∥
v2 =

√
2√
3

−1/2
1/2
1

 =
1√
6

−1
1
2

 .

΄Ετσι µια ορθοκανονική ϐάση για τον υπόχωρο span{u1,u2} είναι η B = {w1,w2}.

Σηµειώνουµε ότι αν u ∈ span{u1,u2}, τότε

u = xu1 + yu2 = x
√
2w1 + y

(
v2 +

1√
2
w1

)
=

(
x
√
2 +

y√
2

)
w1 + y

√
3√
2
w2

ισοδύναµα

u = x

1
1
0

+ y

0
1
1

 =

 x
x+ y
y

 =

(
x
√
2 +

y√
2

)
w1 + y

√
3√
2
w2.

5. (∆ιαφορετική από αυτή που έγινε στην τάξη.) Τα µητρώα

Q1 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, Q2 =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
είναι ορθογώνια, αλλά το

Q1 +Q2 =

(
2 cos θ 0
2 sin θ 0

)
προφανώς δεν είναι, οι στήλες είναι µεν κάθετες µεταξύ τους, αλλά η νόρµα της πρώτης είναι
ίση µε 2 και της δεύτερης 0.

΄Οµοια τα 2Q1 = Q1 +Q1 και 2Q2 δεν είναι ορθογώνια.
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6. Αν Q1 και Q2 είναι ορθογώνια και Q = Q1Q2, υπολογίζουµε

QQT = Q1Q2(Q1Q2)
T

= Q1Q2Q
T
2Q

T
1 (ιδιότητα της αναστροφής)

= Q1IQ
T
1 (Q2Q

T
2 = QT

2Q2 = I)

= Q1Q
T
1

= I (Q1Q
T
1 = QT

1Q1 = I)

κατά συνέπεια το Q είναι ορθογώνιο.

7. Βλέπε ∆ιάλεξη 8, Παράδειγµα 6, σελίδες 30-32. Εδώ Q = I − 2qqT.

(αʹ) ∆είχνουµε ότι QQT = I. Πράγµατι

QQT = (I − 2qqT)(I − 2qqT)T

= (I − 2qqT)(IT − (2qqT))

= (I − 2qqT)(I − 2(qT)TqT)

= (I − 2qqT)(I − 2qqT) = Q2

= I − 2qqT − 2qqT + 4qqTqqT

= I − 4qqT + 4qqT (qTq = q · q = ∥q∥2 = 1)

= I.

(ϐʹ) Κατά τη διαδικασία της απόδειξης στο (α΄) δείξαµε ότι QQT = Q2 = I.

(γʹ) Στο Παράδειγµα 6, ∆ιάλεξη 8 δείξαµε ότι το µητρώο Q′ = 2qqT − I ανακλά κάθε διάνυσµα
v ως προς την ευθεία που παράγει το q. Επειδή Q = −Q′ έπεται ότι

Qv = −Q′v

κατά συνέπεια το µητρώο Q ανακλά το διάνυσµα v ως προς το ορθογώνιο συµπλήρωµα
της ευθείας Lθ = span{q}, ϐλέπε Σχήµα 2.

Q′v

Qv

Lθ

Lθ = span{q}

L⊥
θ

vq

θ

Σχήµα 2: ΄Ασκηση 7.


