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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 8. Ορθογώνιο συµπλήρωµα, Ορθοκανονικοποίηση, Ορθο-
γώνια µητρώα

Ανασκόπηση

♦ Ορθοκανονικοποίηση Gram-Schmidt: Αν σε χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο ⟨·, ·⟩ και επαγό-
µενη νόρµα ∥ · ∥ το S = {u1,u2, . . . ,un} είναι ένα σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων,
τότε η ακολουθία των διανυσµάτων που ορίζονται µε τη σχέση

w1 =
u1

∥u1∥

wk =
uk − ⟨uk,w1⟩w1 − · · · − ⟨uk,wk−1⟩wk−1

∥uk − ⟨uk,w1⟩w1 − · · · − ⟨uk,wk−1⟩wk−1∥
,

(1)

k = 2, . . . , n είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο στο X το οποίο παράγει τον ίδιο υπόχωρο µε το S.
Ειδικά αν το S είναι µια ϐάση του X, το {w1,w2, . . . ,wn} είναι µια ορθοκανονική ϐάση για
τον X.

♦ ΄Ενα τετραγωνικό µητρώο Q λέγεται ορθογώνιο αν οι στήλες του είναι ορθοκανονικά διανύσµα-
τα, ισοδύναµα αν

QTQ = QQT = I,

ισοδύναµα αν QT = Q−1.

Ασκήσεις

1. Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του υποσυνόλου του R2

S =

{(
x

x+ 1

)
: x ∈ R

}
.

2. ΄Εστω 0 < α < 1.

(αʹ) ∆είξτε ότι το

S =

{(
x
αx

)
: x ∈ R

}
.

είναι υπόχωρος του R2.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του S.

(γʹ) ∆είξτε ότι R2 = S ⊕ S⊥, επιβεβαιώνοντας το Θεώρηµα 2.

(δʹ) Επιβεβαιώστε το Πόρισµα 1.

3. Εάν

S =

{
x
y
x
y

 : x, y ∈ R

}
,

να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα S⊥ καθώς και µια ϐάση του S⊥.
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4. Αν

u1 =

1
1
0

 , u2 =

0
1
1


να ϐρεθεί µία ορθοκανονική ϐάση για τον W = span{u1,u2}.

5. Εξετάστε αν το άθροισµα ορθογωνίων µητρώων είναι ορθογώνιο.

6. Εξετάστε αν το γινόµενο ορθογωνίων µητρώων είναι ορθογώνιο.

7. Αν

q =

(
cos θ
sin θ

)
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα ορίζουµε το µητρώο Q = I − 2qqT.

(αʹ) ∆είξτε ότι το µητρώο Q είναι ορθογώνιο.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι το µητρώο Q ικανοποιεί τη σχέση Q2 = I.

(γʹ) Ανακλά κάθε διάνυσµα ως προς την ευθεία η οποία είναι ορθογώνια στο q, δηλαδή κατά
µήκος του

q⊥ =

(
− sin θ
cos θ

)
.


