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ΑΣΚΗΣΕΙΣ µε ΛΥΣΕΙΣ 07. Χώροι µε εσωτερικό γινόµενο

Ανασκόπηση

� Η ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Εάν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσω-
τερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και νόρµα που ορίζεται µε τη σχέση ‖ · ‖ = 〈·, ·〉1/2 (επαγόµενη νόρµα),
τότε

|〈u,v〉| ≤ ‖u‖‖v‖

για όλα τα διανύσµατα u και v του X. Ισότητα ισχύει στην ανισότητα αν και µόνο αν τα u και
v είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

� Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉
και επαγόµενη νόρµα ‖ · ‖. Εάν u1,u2, · · · ,un είναι διανύσµατα του X ανά δύο κάθετα µεταξύ
τους, δηλαδή 〈ui,uj〉 = 0, αν i 6= j, τότε

‖u1 + u2 + · · ·+ un‖2 = ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + · · · ‖un‖2.

� Ο νόµος του παραλληλογράµµου. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο
〈·, ·〉 και επαγόµενη νόρµα ‖ · ‖. ∆είξτε ότι

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
για όλα τα x και y στο X.

Ασκήσεις

1. Σε κάθε διανυσµατικό χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 ισχύουν

(αʹ) Εάν για κάποιο u ∈ X είναι 〈x,u〉 = 0 για κάθε x ∈ X, τότε u = 0.

(ϐʹ) 〈0,u〉 = 0 για κάθε u ∈ X.

2. Εάν u ·v είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο R3, και A είναι ένα αντιστρέψιµο 3×3 µητρώο
δείξτε ότι η σχέση

〈u,v〉 = Au ·Av

ορίζει ένα εσωτρικό γινόµενο στο R3. Σηµειώνουµε ότι

〈u,v〉 = Au ·Av = (Au)TAv = uTATAv.

3. Αποδείξτε την ανισότητα Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz. Υπόδειξη: Από την ιδιότητα του
εσωτερικού γινοµένου, 〈u,u〉 ≥ 0, έχουµε ότι

0 ≤ 〈u− tv,u− tv〉
= 〈u,u〉 − 2t〈u,v〉+ t2〈v,v〉

ισοδύναµα
‖v‖2t2 − 2〈u,v〉t+ ‖u‖2 ≥ 0

για κάθε t ∈ R. Τι µπορεί να ειπωθεί για την διακρίνουσα του παραπάνω τριωνύµου ;
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4. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και επαγόµενη νόρµα ‖ · ‖. Αν
u και v είναι ορθογώνια διανύσµατα του X δείξτε ότι

‖u+ v‖ = ‖u− v‖.

5. Αποδείξτε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα για τρία διανύσµατα. Υπόδειξη:

‖u1 + u2 + u3‖2 = 〈u1 + u2 + u3,u1 + u2 + u3〉.

6. Αποδείξτε το νόµο του παραλληλογράµµου.

7. Για το τρίγωνο του σχήµατος χρησιµοποιώντας το εσωτερικό γινόµενο αποδείξτε το Θεώρηµα του

γ

β α
δ

Απολλωνίου:

α2 + β2 =
γ2

2
+ 2δ2,

όπου δ είναι το µήκος της διαµέσου.

8. Εάν σε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 τα µη µηδενικά διανύσµατα {u1,u2, · · · ,un}, είναι
ανά δύο ορθογώνια, δηλαδή 〈ui,uj〉 = 0 για i 6= j, τότε είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

9. ΄Εστω ότι το a είναι ένα τυχαίο αλλά σταθερό διάνυσµα στο Rn.

(αʹ) Να δειχθεί ότι ‖a‖2 ≤ ‖a‖1.
(ϐʹ) Να δειχθεί ότι ‖a‖∞ ≤ ‖a‖p ≤ n1/p‖a‖∞ για p = 1, 2.

10. Σε χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και επαγόµενη νόρµα ‖ · ‖ δείξτε ότι για u,v ∈ X ισχύει
‖au+ bv‖ = ‖bu+ av‖ για όλα τα a, b ∈ R αν και µόνο αν ‖u‖ = ‖v‖.

11. Η νόρµα Frobenius. Εάν A είναι ένα n × n µητρώο, ορίζουµε το ίχνος (trace) του A να είναι
το άθροισµα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου του A. Το συµβολίζουµε µε traceA έτσι

traceA = a11 + a22 + · · ·+ ann.

(αʹ) ∆είξτε ότι στον χώρο Mn,m(R) η σχέση

〈A,B〉 := trace(ATB)

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο. Την επαγόµενη νόρµα ονοµάζουµε νόρµα Frobenius.

(ϐʹ) Βρείτε µια αναλυτική έκφραση για την νόρµα Frobenius ‖ · ‖F του µητρώου A =
(
aij
)
∈

M2,3.

12. Αν

q =

(
cos θ
sin θ

)
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα ορίζουµε το µητρώο Q = 2qqT − I.

(αʹ) ∆είξτε ότι Q = QT και Q2 = I εποµένως Q−1 = QT = Q.

(ϐʹ) Οι στήλες του είναι µοναδιαία διανύσµατα, κάθετα µεταξύ τους και αποτελούν µια ϐάση
για το R2.
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ΛΥΣΕΙΣ

1. (αʹ) Πράγµατι για x = u έχουµε
〈u,u〉 = 0⇒ u = 0

από τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου.

(ϐʹ) Αν u ∈ X, τότε για v ∈ X, έχουµε

〈0,u〉 = 〈v − v,u〉
= 〈v,u〉 − 〈v,u〉 (από γραµµικότητα του εσωτερικού γινοµένου)
= 0.

2. ∆είχνουµε ότι ισχύουν όλες οι ιδιότητες που ορίζουν ένα εσωτερικό γινόµενο.

Σηµειώνουµε ότι αν u ∈ R3, τότε

Au = A

u1u2
u3

 =

x1x2
x3

 = x.

΄Ετσι αν Au = x και Av = y, τότε

〈u,v〉 = Au ·Av = x · y = x1y1 + x2y2 + x3y3

και
‖Au‖ = ‖x‖ =

√
x21 + x22 + x23.

(i) Για κάθε διάνυσµα u έχουµε

〈u,u〉 = Au ·Au = ‖Au‖2 ≥ 0

όπου ‖ · ‖ είναι το µέτρο διανύσµατος του R3.

(ii) Αν 〈u,u〉 = 0, τότε
〈u,u〉 = Au ·Au = ‖Au‖2 = 0⇔ Au = 0

και επειδή το µητρώο A είναι αντιστρέψιµο η µοναδική λύση τουσυστήµατος Au = 0 είναι
η µηδενική, κατά συνέπεια u = 0.

(iii)

〈u+ v,w〉 = (A(u+ v)) ·Aw
= (Au+Av) ·Aw (ιδιότητα γινοµένου µητρώων)
= Au ·Aw +Av ·Aw (ιδιότητα του συνήθους εσωτερικού γινοµένου)
= 〈u,w〉+ 〈v,w〉 (ορισµός του 〈·, ·〉)

(iv)

〈λu,v〉 = A(λu) ·Av
= (λAu) ·Av
= λAu ·Av (λ(x) · y = λ(x · y)
= λ〈u,u〉
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(v)

〈u,v〉 = Au ·Av
= Av ·Au (x · y = y · x)
= 〈v,u〉

3. Από την ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου, 〈u,u〉 ≥ 0 και για κάθε t ∈ R, έχουµε ότι

0 ≤ 〈u− tv,u− tv〉
= 〈u,u〉 − 2t〈u,v〉+ t2〈v,v〉

ισοδύναµα
‖v‖2t2 − 2〈u,v〉t+ ‖u‖2 ≥ 0

για κάθε t ∈ R, κατά συνέπεια το τριώνυµο ή δεν έχει ϱίζες, ή έχει διπλή ϱίζα, ισοδύναµα η
διακρίνουσά του είναι µικρότερη ή ίση του µηδενός, ισοδύναµα

4〈u,v〉2 − 4‖v‖2‖u‖2 ⇔ |〈u,v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ (1)

που είναι το Ϲητούµενο. Ισότητα στην (1) συµβαίνει αν και µόνο εάν το τριώνυµο έχει διπλή ϱίζα,
ισοδύναµα υπάρχει t0 ∈ R ώστε

〈u− t0v,u− t0v〉 = 0,

τότε όµως από ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου (〈x,x〉 = 0⇔ x = 0), έπεται ότι u− t0v = 0,
ισοδύναµα u = t0v, ισοδύναµα τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

4.

‖u± v‖2 = 〈u± v,u± v〉
= 〈u,u〉 ± 〈u,v〉 ± 〈v,u〉+ 〈v,v〉
= ‖u‖2 ± 2〈u,v〉+ ‖v‖2

= ‖u‖2 + ‖v‖2 (αφού 〈u,v〉 = 0)

Ο όρος που καθορίζεται από το πρόσηµο είναι το µικτό εσωτερικό γινόµενο το οποίο είναι ίσο
µε µηδέν από ορθογωνιότητα. ΄Ετσι

‖u+ v‖ = ‖u− v‖ =
√
‖u‖2 + ‖v‖2.

Η τελευταία σχέση είναι το πυθαγόρειο ϑεώρηµα.

Γεωµετρικά στον Rn: Τα δύο κάθετα διανύσµατα παράγουν ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο,
του οποίου οι δύο διαγώνιοι είναι ίσες, ϐλέπε Σχήµα 1. Η µία, από το 0, είναι το άθροισµα
u+ v και η άλλη έχει µήκος ‖u− v‖, εποµένως

‖u+ v‖ = ‖u− v‖.

Τόσο απλά.

5. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου ϐρίσκουµε

‖u1 + u2 + u3‖2 = 〈u1 + u2 + u3,u1 + u2 + u3〉

=
3∑

i,j=1

〈ui,uj〉

= 〈u1,u1〉+ 〈u2,u2〉+ 〈u3,u3〉 (〈ui,uj〉 = 0 αν i 6= j)

= ‖u1‖2 + ‖u2‖2 + ‖u3‖2.
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u+ v

u− v

u

v

−v

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 4.

6. Στην λύση της ΄Ασκησης 4 δείξαµε ότι

‖x+ y‖2 = 〈x,x〉+ 2〈x,y〉+ 〈y,y〉
‖x− y‖2 = 〈x,x〉 − 2〈x,y〉+ 〈y,y〉

Προσθέτοντας κατά µέλη ϐρίσκουµε

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Σηµειώνουµε ότι οι ποσότητες ‖x + y‖ και ‖x − y‖ είναι οι διαγώνιοι του παραλληλογράµου
που ορίζουν τα διανύσµατα u και v. Ο νόµος του παραλληλογράµµου λέει ότι το άθροισµα των
τετραγώνων των διαγωνίων παραλληλογράµµου είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγώνων των
τεσσάρων πλευρών.

7. Προεκτείνοντας τη διάµεσο κατά δ και στη συνέχεια κατασκευάζοντας το σχετικό τετράπλευρο,
ϐλέπε Σχήµα 2, παρατηρούµε ότι οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται άρα το τετράπλευρο είναι πα-
ϱαλληλόγραµµο µε πλευρές α, β και διαγωνίους γ, δ. ΄Ετσι από το νόµο του παραλληλογράµµου
(΄Ασκηση 6) έχουµε

(2δ)2 + γ2 = 2(α2 + β2)⇒ α2 + β2 =
γ2

2
+ 2δ2.

γ

β α
δ

Σχήµα 2: ΄Ασκηση 7.

8. ΄Εστω ότι c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = 0, δείχνουµε ότι c1 = c2 = · · · = 0. Για k ∈ {1, 2, . . . , n}
από την υπόθεση έχουµε

〈c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun,uk〉 = 〈0,uk〉 = 0,

από την ΄Ασκηση 1 (ϐ΄), οπότε από την γραµµικότητα του εσωτερικού γινοµένου ϐρίσκουµε

c1〈u1,uk〉+ c2〈u2,uk〉+ · · ·+ cn〈un,uk〉 = 0

ck〈uk,uk〉 = 0 (〈uj ,uk〉 = 0 j 6= k)

ck‖uk‖2 = 0
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οπότε ck = 0 αφού uk 6= 0. Το k είναι τυχαίο, εποµένως το αποτέλεσµα ισχύει για όλα τα
k = 1, 2, . . . , n.

9. ΄Εστω a =
(
a1 a2 · · · an

)T ∈ Rn. Θυµίζουµε ότι για µη αρνητικούς πραγµατικούς αριθµούς
r, s έχουµε

√
r + s ≤

√
r +
√
s, έτσι

(αʹ)

‖a‖2 =
√
a21 + a22 + · · ·+ a2n ≤

√
a21 +

√
a22 + · · ·+

√
a2n

= |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|
= ‖a‖1

(ϐʹ) ΄Εστω max{|a1|, |a2|, . . . , |an|} = |ak|, για κάποιο k ∈ {1, 2, . . . , n}, τότε
i. (p = 1) Αφενός

‖a‖∞ = |ak| ≤ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| = ‖a‖1
και αφετέρου

‖a‖1 = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| ≤ |ak|+ |ak|+ · · ·+ |ak| = n‖a‖∞

έτσι συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες ϐρίσκουµε

‖a‖∞ ≤ ‖a‖1 ≤ n‖a‖∞.

ii. (p = 2) Αφενός

‖a‖∞ = |ak| =
√
|ak|2 ≤

√
|a1|2 + |a2|2 + · · ·+ |an|2 = ‖a‖2

και αφετέρου

‖a‖2 =
√
|a1|2 + |a2|2 + · · ·+ |an|2 ≤

√
|ak|2 + |ak|2 + · · ·+ |ak|2

=
√
n|ak|2

=
√
n‖a‖∞

οπότε από τις δύο ανισότητες προκύπτει ότι

‖a‖∞ ≤ ‖a‖2 ≤
√
n‖a‖∞

που είναι το Ϲητούµενο.

10. Από την υπόθεση έχουµε

‖au+ bv‖2 = ‖bu+ av‖2 ⇔ 〈au+ bv, au+ bv〉 = 〈bu+ av, bu+ av〉
⇔ a2‖u‖2 + 2ab〈u,v〉+ b2‖v‖2 = b2‖u‖2 + 2ab〈u,v〉+ a2‖v‖2

⇔ (a2 − b2)‖u‖2 = (a2 − b2)‖v‖2

⇔ ‖u‖ = ‖v‖

παίρνοντας a2 6= b2.

11. Αν A,B ∈ Mn,m(R), τότε το µητρώο ATB είναι m ×m. Αν aj , j = 1, 2, . . . ,m είναι οι στήλες
του µητρώου A, τότε

ATA =

aT
1
...

aT
m

(a1 · · · am
)
=
(
aT
i aj
)
=
(
ai · aj

)
µε i, j ∈ {1, . . . ,m}, όπου ‘‘·’’ είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον Rn. ΄Ετσι
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(i)
〈A,A〉 = trace(ATA) = aT

1a1 + · · ·+ aT
mam = ‖a1‖2 + · · ·+ ‖am‖2 ≥ 0

όπου ‖aj‖ είναι το µέτρο του διανύσµατος aj , j = 1, . . . ,m και

〈A,A〉 = 0⇔ ‖a1‖2 + · · ·+ ‖am‖2 = 0⇔ a1 = · · · = am = 0⇔ A = O,

όπου O είναι το µηδενικό m×m µητρώο.
(ii)

〈A+B,C〉 = (a1 + b1)
Tc1 + · · ·+ (am + bm)Tcm

= (aT
1 + bT

1)c1 + · · ·+ (aT
m + bT

m)cm

= aT
1c1 + bT

1c1 + · · ·+ aT
mcm + bT

mcm

= trace(ATB) + trace(ATC)

= 〈A,C〉+ 〈B,C〉.

(iii)

〈λA,B〉 = (λa1)
Tb1 + · · ·+ (λam)Tbm

= (λaT
1)b1 + · · ·+ (λaT

m)bm

= λaT
1b1 + · · ·+ λaT

mbm

= λ trace(ATB)

= λ〈A,B〉.

(iv)

〈A,B〉 = 〈a1,b1〉+ · · ·+ 〈am,bm〉
= 〈b1,a1〉+ · · ·+ 〈bm,am〉
= 〈A,B〉

αφού το ‘‘·’’ είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο.

Εποµένως η σχέση 〈A,B〉 = trace(ATB) είνι εσωτερικό γινόµενο στο χώρο των πραγµατικών
n×m µητρώων.

Αν

A =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
,

τότε από το (i) έχουµε

‖A‖F =
√
trace(ATA) =

√
a211 + a221 + a212 + a222 + a213 + a223

=

( 3∑
i,j=1

a2ij

)1/2

.

12. Σηµειώνουµε ότι q · q = qTq = 1 αφού το q είναι µοναδιαίο.

(αʹ) Υπολογίζουµε

QT = (2qqT − I)T = (2qqT)T − IT = 2(qT)TqT − I = 2qqT − I = Q

Q2 = (2qqT − I)(2qqT − I) = 4qqTqqT − 2qqT − 2qqT + I2 = 4qqT − 4qqT + I = I

Από τις δύο σχέσεις έπεται ότι

Q2 = QQT = I ⇒ Q = QT = Q−1

από µοναδικότητα του αντίστροφου µητρώου.
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(ϐʹ) Αν Q =
(
a1 a2

)
, τότε, ϐλέπε ΄Ασκηση 11, έχουµε

QTQ = I ⇔
(
a1 · a1 a1 · a2
a2 · a1 a2 · a2

)
=

(
1 0
0 1

)
απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι

‖a1‖ = ‖a2‖ = 1, και 〈a1,a2〉 = 0.

Εποµένως τα διανύσµατα a1,a2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ϐλέπε ΄Ασκηση 8, κατά συνέ-
πεια αποτελούν µια ϐάση στον R2, είναι µοναδιαία και ορθογώνια µεταξύ τους. Μια τέτοια
ϐάση λέγεται ορθοκανονική ϐάση. ΄Ενα µητρώο του οποίου οι στήλες είναι µοναδιαία
διανύσµατα ανά δύο ορθογώνια λέγεται ορθογώνιο µητρώο. Θα συζητούσουµε αναλυτικά
τις έννοιες αυτές σε επόµενο κεφάλαιο.


