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ΑΣΚΗΣΕΙΣ µε ΛΥΣΕΙΣ 05. Το αντίστροφο µητρώο, ∆ιανυσµατικοί χώροι

1. Να ϐρεθεί µια άνω-κάτω τριγωνική παραγοντοποίηση για το µητρώο1 2 4
3 8 14
2 6 11

 .

2. Για ποιές τρεις τιµές της παραµέτρου λ είναι το µητρώο

A(λ) =

2 λ λ
λ λ λ
8 7 λ


µη αντιστρέψιµο ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση γιατί συµβαίνει αυτό.
Υπόδειξη: ΄Ενα µητρώοA είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν τοAT είναι αντιστρέψιµο, επιπλέον
ισχύει ότι (A−1)T = (AT)−1.

3. ∆είξτε ότι για a 6= 0 και a 6= b το µητρώο

M =

a b b
a a b
a a a


είναι αντιστρέψιµο και ϐρείτε το αντίστροφο.

4. Να ϐρεθούν όλες οι τιµές της παραµέτρου λ ώστε το µητρώο

A(λ) =

3− λ 2 λ2

0 λ+ 2 λ− 2
0 0 λ


να είναι αντιστρέψιµο.

5. ΄Εστω ότι τα A και B είναι τετραγωνικά µητρώα του ιδίου µεγέθους.

(αʹ) Αν C είναι επίσης τετραγωνικό µητρώο ώστε

A(B − C) = I,

δείξτε ότι το A είναι αντιστρέψιµο και ότι B = A−1 + C.

(ϐʹ) Εάν το D = AB είναι αντιστρέψιµο, δείξτε ότι και το A είναι αντιστρέψιµο.

6. Εάν u ένα µη µηδενικό διάνυσµα στο Rn µε n ≥ 2, η σχέση

r(t) = tu, −∞ < t < +∞

είναι η εξίσωση της ευθείας L κατά µήκος του διανύσµατος u. ∆είξτε ότι το L µε την πράξη
της πρόσθεσης µεταξύ διανυσµάτων και τον πολλαπλασιασµό µε σταθερά είναι διανυσµατικός
χώρος.
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7. Εξετάστε εάν οι συναρτήσεις στο C[0, 1] οι οποίες παίρνουν την τιµή 0 στα άκρα του διαστήµατος
[0, 1] µε την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό µε σταθερά, αποτελούν διανυσµατικό χώρο.

8. Εξετάστε αν τα πολυώνυµα του Pn µε µηδενικό σταθερό όρο αποτελούν διανυσµατικό χώρο.

ΛΥΣΕΙΣ

1. Πολλαπλασιάζοντας µε τα κατάληλα στοιχειώδη µητρώα έχουµε

E1A =

 1 0 0
−3 1 0
0 0 1

1 2 4
3 8 14
2 6 11

 =

1 2 4
0 2 2
2 6 11


E2E1A =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

1 2 4
0 2 2
2 6 11

 =

1 2 4
0 2 2
0 2 3


E3E2E1A =

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 2 4
0 2 2
0 2 3

 =

1 2 4
0 2 2
0 0 1


E4E3E2E1A =

1 0 0
0 1/2 0
0 0 1

1 2 4
0 2 2
0 0 1

 =

1 2 4
0 1 1
0 0 1

 = U

και A = LU , όπου
L = (E4E3E2E1)

−1 = E−11 E−12 E−13 E−14

µε

E−11 =

1 0 0
3 1 0
0 0 1

 , E−12 =

1 0 0
0 1 0
2 0 1

 , E−13 =

1 0 0
0 1 0
0 1 1

 , E−14 =

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 ,

οπότε

L =

1 0 0
3 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
2 0 1

1 0 0
0 1 0
0 1 1

1 0 0
0 2 0
0 0 1


=

1 0 0
3 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
2 0 1

1 0 0
0 2 0
0 2 1


=

1 0 0
3 1 0
0 0 1

1 0 0
0 2 0
2 2 1


=

1 0 0
3 2 0
2 2 1


2. Αν ένα τετραγωνικό µητρώο έχει µηδενική γραµµή δεν µπορεί να είναι γραµµοϊσοδύναµο µε

το ταυτοτικό µητρώο, κατά συνέπεια δεν αντιστρέφεται. ΄Οµοια αν δύο γραµµές ενός µητρώου
είναι ίσες, τότε, κατά τη διαδικασία της απαλοιφής, αφαιρώντας τη µία από την άλλη προκύπτει
µια µηδενική γραµµή οπότε και πάλι το µητρώο δεν αντιστρέφεται. ΄Ετσι (i) αν λ = 0, το µητρώο
έχει µια µηδενική γραµµή, (ii) αν λ = 2 το µητρώο έχει δύο ίσες γραµµές, και (iii) αν λ = 7 το
µητρώο έχει δύο ίσες στήλες οι οποίες είναι δύο ίσες γραµµές του ανάστροφου, κατά συνέπεια
το ανάστροφο δεν αντιστρέφεται. Επειδή η σχέση (AT)−1 = (A−1)T µας λέει ότι ένα µητρώο
αντιστρέφεται αν και µόνο αν το ανάστροφο µητρώο αντιστρέφεται (γιατί ;) έπεται ότι αφού το
A(7)T δεν αντιστρέφεται τότε και το A(7) δεν αντιστρέφεται. ∆ιαφορετικά:
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(a) Παρατηρούµε ότι αν λ = 0 το µητρώο έχει µια µηδενική γραµµή. Πράγµατι σε ένα ϐήµα
της διαδικασίας της απαλοιφής (Gauss) ϐρίσκουµε

A(0) =

2 0 0
0 0 0
8 7 0

→
2 0 0
8 7 0
0 0 0

 ,

οπότε το σύστηµαA(0)x = 0 έχει άπειρες λύσεις, άρα τοA(0) δεν αντιστρέφεται. Ισοδύναµα
το τελευταίο µητρώο δεν περιέχει τρεις οδηγούς, άρα δεν αντιστρέφεται.

(b) Για λ 6= 0 µε τη διαδικασία της απαλοιφής ϐρίσκουµε

A(λ) =

2 λ λ
λ λ λ
8 7 λ

→
2 λ λ
1 1 1
8 7 λ

→
2 λ λ
0 1− λ/2 1− λ/2
0 7− 4λ −3λ


Για να αντιστρέφεται τοA(λ) ϑα πρέπει 1−λ/2 6= 0 (να µη περιέχει µηδενική γραµµή), κατά
συνέπεια ϑα πρέπει να είναι λ 6= 2, οπότε το επόµενο ϐήµα της διαδικασίας της απαλοιφής
(διαιρώντας µε 1− λ/2) δίνει 2 λ λ

0 1 1
0 7− 4λ −3λ

 .

Για να αντιστρέφεται το A(λ) ϑα πρέπει η τελευταία γραµµή του τελευταίου µητρώου να
περιέχει οδηγό, ισοδύναµα να µην είναι πολλαπλάσιο της δεύτερης γραµµής, ϑα πρέπει
κατά συνέπεια να είναι

7− 4λ 6= −3λ⇔ λ 6= 7.

΄Ετσι για να είναι αντιστρέψιµο το µητρώο ϑα πρέπει να είναι λ 6= 0, λ 6= 2 και λ 6= 7.

3. Για a 6= 0 και a 6= b ϐρίσκουµε µε τη διαδικασία Gauss – Jordan

(M I) =

a b b 1 0 0
a a b 0 1 0
a a a 0 0 1

→
a b b 1 0 0
0 a− b 0 −1 1 0
0 a− b a− b −1 0 1


→

a b b 1 0 0
0 a− b 0 −1 1 0
0 0 a− b 0 −1 1


→

a b b 1 0 0
0 1 0 −1/c 1/c 0
0 0 1 0 −1/c 1/c

 , c = a− b

→

a 0 b 1 + b/c −b/c 0
0 1 0 −1/c 1/c 0
0 0 1 0 −1/c 1/c


→

a 0 0 a/c 0 −b/c
0 1 0 −1/c 1/c 0
0 0 1 0 −1/c 1/c


→

1 0 0 1/c 0 −b/(ac)
0 1 0 −1/c 1/c 0
0 0 1 0 −1/c 1/c

 = (I M−1)

όπου c = a− b.
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4. Αν λ = 3, ή λ = −2, ή λ = 0, τότε το µητρώο δεν µπορεί να είναι γραµµοϊσοδύναµο µε το
ταυτοτικό µητρώο, εποµένως το µητρώο αντιστρέφεται αν λ 6= 3 και λ 6= 2 και λ 6= 0, έτσι το
µητρώο είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν λ /∈ {0, 2, 3}.
∆ιαφορετικά, το µητρώο είναι άνω τριγωνικό οπότε για να είναι αντιστρέψιµο ϑα πρέπει η δια-
γώνιος που περιέχει τους τρεις οδηγούς να µη περιέχει το µηδέν,

λ 6= 3 και λ 6= −2 και λ 6= 0.

5. (αʹ) Αφού υπάρχει µητρώο, το B − C, ώστε A(B − C) = I, τότε από το Θεώρηµα 4 (ϐλέπε
∆ιάλεξη 5 διαφάνεια 22) ϑα ισχύει επίσης ότι (B − C)A, οπότε το A αντιστρέφεται και

A−1 = B − C ⇒ B = A−1 + C

(ϐʹ) Το D−1 υπάρχει εποµένως

D = AB ⇒ DD−1 = (AB)D−1 ⇒ I = A(BD−1)

από το ίδιο ϑεώρηµα έπεται ότι το A είναι αντιστρέψιµο και A−1 = BD−1.

6. Αν x και y είναι στοιχεία του L, τότε υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί t1 και t2, ώστε

x = t1u και y = t2u

οπότε για κάθε πραγµατικό αριθµό λ έχουµε

x+ y = (t1 + t2)u = tu ∈ L (t = t1 + t2)

λx = λ(t1u) = (λt1)u = t′u ∈ L (t′ = λt1)

από τις ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών και των πράξεων µεταξύ των διανυσµάτων. Εποµένως
η συνήθης πρόσθεση στοιχείων τουL είναι στοιχείο τουL, όπως και ο συνήθης πολλαπλασιασµός
στοιχείου του L µε σταθερά είναι στοιχείο του L. Το µεδενικό διάνυσµα είναι στοιχείο του L
αφού 0 = 0u και αν v ∈ L, τότε −v ∈ L αφού για κάποιο t ∈ R είναι v = tu εποµένως
−v = (−t)u. Η συνήθης πρόσθεση διανυσµάτων όπως και ο πολλαπλασιασµός ικανοποιούν τις
ιδιότητες V1 – V8, εποµένως η δοµή (L,+, ·) είναι διανυσµατικός χώρος.

7. ΄Εστω ότι C0[0, 1] είναι το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων f στο [0, 1] ώστε f(0) = f(1) = 0.
Αν f και g είναι στοιχεία του C0[0, 1] τότε οι f και g είναι συνεχείς στο [0, 1], εποµένως η f + g
όπως και η λf είναι συνεχείς στο ίδιο διάστηµα και επιπλέον ικανοποιούν τις συνθήκες

(f + g)(0) = f(0) + g(0) = 0 + 0 = 0 (f + g)(1) = f(1) + g(1) = 0 + 0 = 0

και (λf)(0) = λf(0) = λ0 = 0, (λf)(1) = λf(1) = λ0 = 0.

Συνεπώς το (σύνηθες) άθροισµα στοιχείων του C0[0, 1], όπως και ο πολλαπλασιασµός στοιχείου
του C0[0, 1] µε σταθερά είναι στοιχείο του C0[0, 1]. Η µηδενική συνάρτηση είναι συνεχής, ως
σταθερή, προφανώς µηδενίζεται στα άκρα του διαστήµατος, άρα ανήκει στο C0[0, 1] και αν η
f ∈ C0[0, 1] τότε και η −f είναι συνεχής και ικανοποιεί τις συνθήκες στα άκρα του διαστήµα-
τος, κατά συνέπεια είναι στοιχείο του C0[0, 1]. Επιπλέον οι πράξεις της πρόσθεσης συναρτή-
σεων και πολλαπλασιασµού µε σταθερά ικανοποιούν τις ιδιότητες V1 – V8, εποµένως η δοµή
(C0[0, 1],+, ·) είναι διανυσµατικός χώρος.

8. Παρόµοια µε τις 6. και 7. Αν P∗n είναι το σύνολο των πολυωνύµων ϐαθµού το πολύ n µε
µηδενικό σταθερό όρο, και p ∈ P∗n, τότε

p(0) = 0⇔ p(x) = a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.


