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ΑΣΚΗΣΕΙΣ µε ΛΥΣΕΙΣ 04. Επίλυση συστηµάτων – απαλοι-

ϕή

1. Με τη µέθοδο της απαλοιφής να επιλυθεί καθένα από τα συστήµατα ϐρίσκοντας την
ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του αντίστοιχου επαυξηµένου µητρώου

(αʹ)
x+ 3y − 2z = −1
2x+ y + z = 3

−x+ 2y + z = −4
(ϐʹ)

3x+ y − z = 3

x+ 3y + z = 2

5x− y − 3z = 4

2. ∆ίνονται τα σηµεία P (1, 2), Q(−1, 6), και R(2, 3) στο επίπεδο.

(αʹ) Να ϐρεθεί πολυώνυµο p(x) = ax2 + bx + c του οποίου το γράφηµα περιέχει τα
σηµεία P , Q, και R.

(ϐʹ) Υπάρχουν πολυώνυµα q(x) = ax3 + bx2 + cx+ d των οποίων το γράφηµα περιέχει
τα σηµεία P , Q, και R;

3. Για το σύστηµα

x+ y + 2z = a

2x+ 3y + 3z = b

x+ 2y + µz = c

όπου a, b, c, µ είναι πραγµατικές παράµετροι, ϐρείτε σχέσεις µεταξύ των παραµέτρων
ώστε το σύστηµα να έχει (i) µοναδική λύση, (ii) άπειρες λύσεις, ή (iii) καµία λύση
(αδύνατο).

4. ∆ίνεται το σύστηµα

x+ 2y + z = a

2x− 2y + 3z = 2

x+ 2y + a2z = b

όπου a και b είναι πραγµατικές παράµετροι. Βρείτε συνθήκες για τις παραµέτρους
ώστε το σύστηµα να έχει (i) καµία λύση, (ii) µία µόνο λύση, ή (iii) άπειρες λύσεις.

5. ♠ ♣ Να ϐρεθούν τα στοιχειώδη µητρώα E1, E2, . . . που µετασχηµατίζουν το µητρώο

A =

1 2 4
3 8 14
2 6 11


στην ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του, καθώς και η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του
µητρώου.
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1. (αʹ) Ξεκινώντας από το αντίστοιχο επαυξηµένο µητρώο µε τη διαδικασία της απαλοιφής
ϐρίσκουµε 1 3 −2 −1

2 1 1 3
−1 2 1 −4

 r2→r2−2r1−−−−−−→
r3→r3+r1

1 3 −2 −1
0 −5 5 5
0 5 −1 −5

 −−−−−−→
r3→r3+r2

1 3 −2 −1
0 −5 5 5
0 0 4 0


r2→(−1/5)r2−−−−−−−→
r3→(1/4)r3

1 3 −2 −1
0 1 −1 −1
0 0 1 0


και το τελευταίο µητρώο είναι σε κλιµακωτή µορφή. Επιλύοντας το σύστηµα που
αντιστοιχεί στο τελευταίο µητρώο, το οποίο είναι ισοδύναµο του αρχικού συστή-
µατος, ϐρίσκουµε µε την προς τα πίσω αντικατάσταση

x+ 3y − 2z = −1
y − z = −1

z = 0

⇔

x = −3y + 2z − 1 = 2

y = z − 1 = −1
z = 0

οπότε η λύση του συστήµατος είναι η x = 2, y = −1, z = 0.

(ϐʹ) Το µητρώο που αντιστοιχεί στο σύστηµα είναι το3 1 −1 3
1 3 1 2
5 −1 −3 4

 .

Η διαδικασία της απαλοιφής αποκαλύπτει τους οδηγούς. ΄Ετσι µπορούµε να πολ-
λαπλασιάσουµε την πρώτη γραµµή µε 1/3, ή να µεταθέσουµε τις δύο πρώτες
γραµµές ώστε στη ϑέση του οδηγού στη πρώτη γραµµή να εµφανιστεί το 1. Η ε-

πιλογή που ϑα κάνουµε, λογικά, ϑα οδηγήσει σε διαφορετικές κλιµακωτές

µορφές. Ας µεταθέσουµε τις δύο πρώτες γραµµές του µητρώου, τότε ϐρίσκουµε3 1 −1 3
1 3 1 2
5 −1 −3 4

 r2→r1−−−→
r1→r2

1 3 1 2
3 1 −1 3
5 −1 −3 4

 r2→r2−3r1−−−−−−→
r3→r3−5r1

1 3 1 2
0 −8 −4 −3
0 −16 −8 −6


−−−−−−→
r3→r3−2r2

1 3 1 2
0 −8 −4 −3
0 0 0 0

 r2→(−1/8)r2−−−−−−−→

1 3 1 2
0 1 1/2 3/8
0 0 0 0


και το τελευταίο µητρώο είναι σε κλιµακωτή µορφή. Επιλύοντας το σύστηµα που
αντιστοιχεί στο τελευταίο µητρώο, το οποίο είναι ισοδύναµο του αρχικού συστή-
µατος, ϐρίσκουµε µε την προς τα πίσω αντικατάσταση

x+ 3y + z = 2

y +
1

2
z =

3

8

⇔

x = 2− 3y − z = 7 + 4t

8

y =
3

8
− 1

2
z =

3− 4t

8
z = t

οπότε οι άπειρες σε πλήθος λύσεις του συστήµατος είναι οι x = (7 + 4t)/8, y =
(3− 4t)/8, z = t όπου το t διατρέχει όλους τους πραγµατικούς αριθµούς.
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2. Οι συντελεστές των πολυωνύµων είναι οι άγνωστοι.

(αʹ) Το Ϲητούµενο πολυώνυµο είναι ένα p(x) = ax2+bx+c, οπότε λύνουµε το σύστηµα

p(1) = 2

p(−1) = 6

p(2) = 3

⇔


a+ b+ c = 2

a− b+ c = 6

4a+ 2b+ c = 3

↔
1 1 1 2
1 −1 1 6
4 2 1 3


απ΄ όπου µε απαλοιφή παίρνουµε διαδοχικά1 1 1 2

0 −2 0 4
0 6 −3 −21

→
1 1 1 2
0 −2 0 4
0 0 −3 −9

→
1 1 1 2
0 1 0 −2
0 0 1 3


µε αντίστοιχο σύστηµα

a+ b+ c = 2

b = −2
c = 3

⇔

a = 1

b = −2
c = 3

κατά συνέπεια το Ϲητούµενο πολυώνυµο είναι το p(x) = x2 − 2x+ 3.

(ϐʹ) Το Ϲητούµενο πολυώνυµο είναι ένα q(x) = ax3 + bx2 + cx + d, οπότε και πάλι
λύνουµε το σύστηµα

q(1) = 2

q(−1) = 6

q(2) = 3

⇔


a+ b+ c+ d = 2

−a+ b− c+ d = 6

8a+ 4b+ 2c+ d = 3

↔
 1 1 1 1 2
−1 1 −1 1 6
8 4 2 1 3

 .

Περιµένουµε απειρία λύσεων. Πράγµατι µε απαλοιφή παίρνουµε διαδοχικά1 1 1 1 2
0 2 0 2 8
0 −4 −6 −7 −13

→
1 1 1 1 2
0 2 0 2 8
0 0 −6 −3 3

→
1 1 1 1 2
0 1 0 1 4
0 0 1 1/2 −1/2


µε αντίστοιχο σύστηµα

a+ b+ c+ d = 2

b+ d = 4

c+
1

2
d = −1

2

⇔

a+ c = −2

b = 4− d

c = −1 + d

2

⇔

a =

d− 3

2
b = 4− d

c = −1 + d

2

Για d = λ, µια πραγµατική παράµετρος, τα πολυώνυµα τρίτου ϐαθµού που πε-
ϱιέχουν τα σηµεία P,Q,R είναι τα

qλ(x) =
λ− 3

2
x3 + (4− λ)x2 − 1 + λ

2
x+ λ.

.

3. Θεωρώντας το αντίστοιχο επαυξηµένο µητρώο µε τη διαδικασία της απαλοιφής ϐρί-
σκουµε1 1 2 a
2 3 3 b
1 2 µ c

 r2→r2−2r1−−−−−−→
r3→r3−r1

1 1 2 a
0 1 −1 b− 2a
0 1 µ− 2 c− a

 −−−−−−→
r3→r3−r2

1 1 2 a
0 1 −1 b− 2a
0 0 µ− 1 c− b+ a

 .
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Η τελευταία γραµµή καθορίζει την ύπαρξη, ή µη ύπαρξη λύσης/λύσεων, αφού η τρίτη
εξίσωση του συστήµατος που αντιστοιχεί στο κλιµακωτό µητρώο είναι η

(µ− 1)z = c− b+ a. (1)

Η εξίσωση αυτή είτε έχει µοναδική λύση είτε έχει άπειρες λύσεις (είναι αόριστη). ∆ια-
κρίνουµε λοιπόν τις περιπτώσεις :

(i) Αν µ− 1 6= 0, τότε το z υπολογίζεται µοναδικά ως

z =
c− b+ a

µ− 1

και τα y και x υπολογίζονται µε προς τα πίσω αντικατάσταση. ΄Ετσι έχουµε µονα-
δική λύση αν και µόνο αν µ 6= 1.

(ii) Αν µ − 1 = 0 και c − b + a = 0, τότε κάθε πραγµατική τιµή του z είναι λύση της
(1) κατά συνέπεια για κάθε t ∈ R η

z = t, y = t+ b− a, x = −3t+ 2a− b

είναι λύση του συστήµατος, συνεπώς έχουµε άπειρες λύσεις αν και µόνο αν µ = 1
και c = b− a.

(iii) Αν µ−1 = 0 και c−b+a 6= 0, η εξίσωση (1) δεν έχει λύση, είναι αδύνατη, συνεπώς
το σύστηµα δεν έχει λύσεις αν και µόνο αν µ = 1 και c 6= b− a.

4. ΄Οπως προηγούµενα υπολογίζουµε µια κλιµακωτή µορφή του επαυξηµένου µητρώου
του συστήµατος1 2 1 a

2 −2 3 2
1 2 a2 b

 r2→r2−2r1−−−−−−→
r3→r3−r1

 1 2 1 a

0 -6 1 2− 2a
0 0 a2 − 1 b− a


Παρατηρούµε ότι η πρώτη γραµµή περιέχει οδηγό, είναι το 1 στη πρώτη στήλη, και
η δεύτερη γραµµή περιέχει οδηγό, είναι το −6 στη δεύτερη στήλη µε αποτέλεσµα αν
υπάρχει µηδενική γραµµή αυτή ϑα είναι η τρίτη. Μπορούµε εποµένως να σταµατή-
σουµε τη διαδικασία της απαλοιφής στο σηµείο αυτό έστω κι αν το µητρώο δεν είναι σε
κλιµακωτή µορφή, (στη ϑέση του οδηγού στη δεύτερη γραµµή είναι το −6 και όχι το 1)
και να µελετήσουµε την τρίτη γραµµή όπως στην προηγούµενη άσκηση. ΄Ετσι

(i) Το σύστηµα δεν έχει λύση αν η εξίσωση (a2 − 1)z = b− a δεν έχει λύση, και αυτό
συµβαίνει αν a = ±1 και a 6= b.

(ii) Το σύστηµα έχει µοναδική λύση αν η κλιµακωτή µορφή περιέχει οδηγό σε κάθε
γραµµή, οπότε οι άγννωστοι προσδιορίζονται µε µοναδικό τρόπο. Η πρώτη και η
δεύτερη γραµµή περιέχουν οδηγούς, άρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση αν η
εξίσωση (a2 − 1)z = b− a έχει µοναδική λύση, και αυτό συµβαίνει αν a 6= ±1.

(ii) Το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις αν η εξίσωση (a2−1)z = b−a έχει άπειρες λύσεις
και αυτό συµβαίνει αν a = ±1 και a = b.
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5.

E1A =

 1 0 0
−3 1 0
0 0 1

1 2 4
3 8 14
2 6 11

 =

1 2 4
0 2 2
2 6 11


E2E1A =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

1 2 4
0 2 2
2 6 11

 =

1 2 4
0 2 2
0 2 3


E3E2E1A =

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 2 4
0 2 2
0 2 3

 =

1 2 4
0 2 2
0 0 1


E4E3E2E1A =

1 −1 0
0 1 0
0 0 1

1 2 4
0 2 2
0 0 1

 =

1 0 2
0 2 2
0 0 1


E5E4E3E2E1A =

1 0 −2
0 1 0
0 0 1

1 0 2
0 2 2
0 0 1

 =

1 0 0
0 2 2
0 0 1


E6E5E4E3E2E1A =

1 0 0
0 1 −2
0 0 1

1 0 0
0 2 2
0 0 1

 =

1 0 0
0 2 0
0 0 1


E7E6E5E4E3E2E1A =

1 0 0
0 1/2 0
0 0 1

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Παρατήρηση 1. Αν B = E7E6E5E4E3E2E1, τότε BA = I. Μπορεί να δειχθεί ότι
AB = I, κατά συνέπεια το B είναι το αντίστροφο του A. Πράγµατι

E2E1 =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

 1 0 0
−3 1 0
0 0 1

 =

 1 0 0
−3 1 0
−2 0 1


E1E2 = E2E1

E3E2E1 =

1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 1 0 0
−3 1 0
−2 0 1

 =

 1 0 0
−3 1 0
1 −1 1


E4E3E2E1 =

1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 1 0 0
−3 1 0
1 −1 1

 =

 4 −1 0
−3 1 0
1 −1 1


E5E4E3E2E1 =

1 0 −2
0 1 0
0 0 1

 4 −1 0
−3 1 0
1 −1 1

 =

 2 1 −2
−3 1 0
1 −1 1


E6E5E4E3E2E1 =

1 0 0
0 1 −2
0 0 1

 2 1 −2
−3 1 0
1 −1 1

 =

 2 1 −2
−5 3 −2
1 −1 1


E7E6E5E4E3E2E1 =

1 0 0
0 1/2 0
0 0 1

 2 1 −2
−5 3 −2
1 −1 1

 =

 2 1 −2
−5/2 3/2 −1
1 −1 1

 = B
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και

BA =

 2 1 −2
−5/2 3/2 −1
1 −1 1

1 2 4
3 8 14
2 6 11

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I

AB =

1 2 4
3 8 14
2 6 11

 2 1 −2
−5/2 3/2 −1
1 −1 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I

Στην τάξη δείξαµε (Παράδειγµα 4) πως ξεκινώντας από το δοσµένο µητρώο A µε τις στοι-
χειώδεις πράξεις γραµµών ϐρίσκουµε µια κλιµακωτή µορφή R:

A =

0 0 −2 8 12
2 4 −8 12 28
2 4 −5 −6 49

→
2 4 −8 12 28
0 0 −2 8 12
2 4 −5 −6 49

→
1 2 −4 6 14
0 0 −2 8 12
2 4 −5 −6 49

→
1 2 −4 6 14
0 0 −2 8 12
0 0 3 −18 21

→
1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 3 −18 21

→
1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 0 −6 39

→
1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 0 1 −13/2

 = R.

Παρακάτω δείχνουµε πως µπορούµε να καταλήξουµε στην ίδια κλιµακωτή µορφή εκτελώντας
διαδοχικούς πολλαπλασιασµούς µε τα στοιχειώδη µητρώα που αντιστοιχούν στις στοιχειώδεις
πράξεις γραµµών.

E1A =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

0 0 −2 8 12
2 4 −8 12 28
2 4 −5 −6 49

 =

2 4 −8 12 28
0 0 −2 8 12
2 4 −5 −6 49

 = A1

E2A1 =

1/2 0 0
0 1 0
0 0 1

2 4 −8 12 28
0 0 −2 8 12
2 4 −5 −6 49

 =

1 2 −4 6 14
0 0 −2 8 12
2 4 −5 −6 49

 = A2

E3A2 =

 1 0 0
0 1 0
−2 0 1

1 2 −4 6 14
0 0 −2 8 12
2 4 −5 −6 49

 =

1 2 −4 6 14
0 0 −2 8 12
0 0 3 −18 21

 = A3

E4A3 =

1 0 0
0 −1/2 0
0 0 1

1 2 −4 6 14
0 0 −2 8 12
0 0 3 −18 21

 =

1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 3 −18 21

 = A4

E5A4 =

1 0 0
0 1 0
0 −3 1

1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 3 −18 21

 =

1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 0 −6 39

 = A5

E6A5 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1/6

1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 0 −6 39

 =

1 2 −4 6 14
0 0 1 −4 −6
0 0 0 1 −13/2

 = R

έτσι
E6E5E4E3E2E1A = R


