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1. Επίλυση γραµµικών συστηµάτων, απαλοιφή
Η επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος έγκειται στο µετασχηµατισµό του σε ένα

ισοδύναµο σύστηµα (που έχει δηλαδή την ίδια λύση) και το οποίο είναι ευκολώ-

τερο να λυθεί. Για παράδειγµα η λύση του ‘‘τριγωνικού’’ συστήµατος

x +3y −2z = 3

y + z = 3

3z = 6

(1)

προκύπτει αµέσως αφού µε την ‘‘προς τα πίσω αντικατάσταση’’ ϐρίσκουµε

αʹ Από την 3η εξίσωση : z = 2
βʹ Από την 2η εξίσωση : y = 3− z = 3−2= 1 και τέλος
γʹ Από την 1η εξίσωση : x = 3−3y +2z = 3−3+4= 4.

΄Ετσι αν δοθεί ένα σύστηµα διαµορφώνουµε µια ακολουθία από ισοδύναµα συ-

στήµατα ώστε να καταλήξουµε σ΄ ένα τριγωνικό σύστηµα. ∆ύο συστήµατα είναι

ισοδύναµα αν το ένα προκύπτει από το άλλο εκτελώντας τις πράξεις :

1 Πολλαπλασιασµός µιας εξίσωσης µε µια µη µηδενική σταθερά.
2 Μετάθεση δύο εξισώσεων.
3 Πρόσθεση ενός πολλαπλασίου µιας εξίσωσης σε άλλη εξίσωση.
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Πράγµατι η x0 = 4, y0 = 1, z0 = 2 είναι η λύση του (1) και αν µε E1, E2, E3 παραστή-

σουµε τις εξισώσεις του (1), τότε το σύστηµα που προκύπτει αντικαθιστώντας, για

παράδειγµα,

την πρώτη εξίσωση E1 µε την 3E1

την δεύτερη εξίσωση E2 µε το άθροισµα 2E1 +E2, και

την τρίτη E3 µε το αθροισµα 3E1 +E3

προκύπτει ένα σύστηµα του οποίου η λύση παραµένει η (x0,y0,z0) αφού

3x0 +9y0 −6z0 = 9

2x0 +7y0 −3z0 = 9

3x0 +9y0 −3z0 = 15

(2)

Σηµειώνουµε ότι µε την τρίτη πράξη επιτυγχάνεται η απαλοιφή κάποιου επιλεγµέ-

νου αγνώστου.

Ας δούµε λοιπόν σε ένα παράδειγµα όπου εκτελώντας αυτές τις πράξεις σε δια-

δοχικά ϐήµατα καταλήγουµε σε ένα ισοδύναµο τριγωνικό σύστηµα. Εργαζόµενοι

σε διπλό ταµπλώ αποτυπώνουµε όλα τα ϐήµατα αυτού του µετασχηµατισµού και

στα αντίστοιχα µητρώα.
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Παράδειγµα 1

Να επιλυθεί το 3×4 σύστηµα

x +3y −2z +w =−1

2x +y + z +4w =−3

−x +2y + z +6w =−4

Γράφουµε το αρχικό σύστηµα καθώς και το αντίστοιχο µητρώο

x +3y −2z +w =−1

2x +y + z +4w =−3

−x +2y + z +6w =−4

 1 3 −2 1 −1

2 1 1 4 −3

−1 2 1 6 −4


1. Αντικαθιστούµε την δεύτερη εξίσωση µε αυτή που προκύπτει αν προσθέσουµε

στη δεύτερη την −2 επί την πρώτη εξίσωση, την πράξη αυτή τη δηλώνουµε ως

E2 → (−2)E1 +E2
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Παράδειγµα 1 (συνέχεια)

x +3y −2z +w =−1

−5y +5z +2w =−1

−x +2y + z +6w =−4

 1 3 −2 1 −1

0 −5 5 2 −1

−1 2 1 6 −4


2. Αντικαθιστούµε την E3 µε την 1E1 +E3

x +3y −2z +w =−1

−5y +5z +2w =−1

5y − z +7w =−5

1 3 −2 1 −1

0 −5 5 2 −1

0 5 −1 7 −5


3. Αντικαθιστούµε την E3 µε την 1E2 +E3

x +3y −2z +w =−1

−5y +5z +2w =−1

4z +9w =−6

1 3 −2 1 −1

0 −5 5 2 −1

0 0 4 9 −6


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Παράδειγµα 1 (συνέχεια)

Παρατηρούµε ότι η διαδικασία ‘‘τριγωνοποίησης’’ του συστήµατος τερµατίζεται

(γιατί;), εποµένως µε προς τα πίσω αντικατάσταση ϐρίσκουµε

z =−3

2
− 9

4
w

y = 1

5
+ z + 2

5
w

x =−1−3y +2z −w

⇔



w = t

z =−3

2
− 9

4
t

y =−13

10
− 37

20
t

x =− 1

10
+ 1

20
t

όπου t ∈R, κατά συνέπεια το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.
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Παρατηρούµε ότι ϑα µπορούσαµε να πάρουµε τη λύση του συστήµατος εκτε-

λώντας τις πράξεις, που περιγράψαµε στη διαδικασία της επίλυσης, όχι στις

εξισώσεις του συστήµατος αλλά απευθείας στις γραµµές του µητρώου. Για πα-

ϱάδειγµα ϑα µπορούσαµε από το αρχικό να πάµε στο δεύτερο µητρώο στο οποίο

η δεύτερη γραµµή αντικαθίσταται από το άθροισµα (διανυσµατικό) του πολλαπλα-

σίου της πρώτης γραµµής επί −2 και της δεύτερης γραµµής, σχηµατικά

r2 →−2r1 + r2,

όπου µε ri δηλώνουµε την i γραµµή (row) του µητρώου. ΄Οµοια για οικονοµία

στα ϐήµατα µπορούµε να πάµε από το αρχικό στο τρίτο, στη διαδικασία επίλυσης,

µητρώο µε τις πράξεις

r2 →−2r1 + r2, και r3 → r1 + r3

και στη συνέχεια µε την πράξη

r3 → r2 + r3

να καταλήξουµε στο τελευταίο µητρώο. Τη διαδικασία αυτή τη δηλώνουµε µε
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 1 3 −2 1 −1

2 1 1 4 −3

−1 2 1 6 −4

→
1 3 −2 1 −1

0 −5 5 2 −1

0 5 −1 7 −5

→
1 3 −2 1 −1

0 −5 5 2 −1

0 0 4 9 −6

 .

Σε αντιστοιχία µε τις πράξεις που διατηρούν την ισοδυναµία συστηµάτων ορίζουµε

τις στοιχειώδεις πράξεις γραµµών σε µητρώα να είναι

1. Πολλαπλασιασµός µιας γραµµής µε µια µη µηδενική σταθερά.
2. Μετάθεση δύο γραµµών.
3. Πρόσθεση ενός πολλαπλασίου µιας γραµµής σε άλλη γραµµή.

Παρατηρώντας το τελευταίο µητρώο στην ακολουθία απλοποίησης, δηλαδή στη

διαδικασία της απαλοιφής, ϐλέπουµε ότι εφαρµόζοντας τις στοιχειώδεις πρά-

ξεις γραµµών µπορούµε να πάρουµε ένα ακόµα ‘‘απλούστερο’’ µητρώο που

αντιστοιχεί σε ένα απλούστερο τελικό σύστηµα. Για παράδειγµα πολαπλασιάζο-

ντας την δεύτερη γραµµή µε −1/5 και την τρίτη µε 1/4 παίρνουµε1 3 −2 1 −1

0 1 −1 −2/5 1/5

0 0 1 9/4 −3/2


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και συνεχίζοντας (µε την πράξη r1 → r1 −3r2) ϐρίσκουµε διαδοχικά1 0 1 11/5 −8/5

0 1 −1 −2/5 1/5

0 0 1 9/4 −3/2

 r1→r1−r3−−−−−→
r2→r2+r3

1 0 0 −1/20 −1/10

0 1 0 37/20 −13/10

0 0 1 9/4 −3/2


απ΄ όπου διαβάζουµε τη λύση του συστήµατος

x − 1

20
w =− 1

10

y + 37

20
w =−13

10

z + 9

4
w =−3

2


⇔



x =− 1

10
+ 1

20
t

y =−13

10
− 37

20
t

z =−3

2
− 9

4
t

w = t

t ∈R.
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Παράδειγµα 2

∆είξτε ότι το σύστηµα

x +y +2z = a

x − z = b

2x +y + z = c

όπου a,b,c είναι πραγµατικές παράµετροι, έχει λύση αν και µόνο αν c = a+b.

Με τη διαδικασία της απαλοιφής ϐρίσκουµε1 1 2 a

1 0 −1 b

2 1 1 c

→
1 1 2 a

0 −1 −3 b−a

0 −1 −3 c−2a

→
1 1 2 a

0 −1 −3 b−a

0 0 0 c−a−b

 .

Η τρίτη εξίσωση του συστήµατος που αντιστοιχεί στο τελευταίο µητρώο είναι

0x +0y +0z = c−a−b κατά συνέπεια το σύστηµα έχει λύση, είναι συµβατό
όπως λέµε, αν και µόνο αν c = a+b.
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΄Ασκηση 1

Για το σύστηµα

x +y +2z = a

2x +3y +3z = b

x +2y +µz = c

όπου a,b,c,µ είναι πραγµατικές παράµετροι, ϐρείτε σχέσεις µεταξύ των

παραµέτρων ώστε το σύστηµα να έχει

αʹ µοναδική λύση,

βʹ άπειρες λύσεις,

γʹ καµία λύση (αδύνατο).
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Το σύστηµα

x +y +2z = 3

3x −y − z = 2

2x +y + z = 4

γράφεται ως1 1 2

3 −1 −1

2 1 1

x

y

z

=
3

2

4

⇔
1

3

2

x +
 1

−1

1

y +
 2

−1

1

z =
3

2

4

 .

Παρατήρηση 1 (Θεµελιώδης για την ύπαρξη λύσης συστήµατος)

Αν για το σύστηµα Ax= b γράψουµε τις στήλες του A ως aj , j = 1,2, . . . ,m, τότε

το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε την γραµµική εξίσωση

a1x1 +a2x2 +·· ·+amxm = b,

κατά συνέπεια : Το σύστηµα Ax= b έχει λύση αν και µόνον αν το b είναι

γραµµικός συνδυασµός των στηλών του A.
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2. Η γεωµετρική προσέγγιση
Ας ϑεωρήσουµε ένα απλό σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους,

a1x +b1y = c1

a2x +b2y = c2

}
⇔

(
a1

a2

)
x +

(
b1

b2

)
y =

(
c1

c2

)
⇔ ax +by = c

Κάθε εξίσωση παριστάνει µια ευθεία στο επίπεδο, και οι δύο ευθείες είτε είναι

παράλληλες, είτε τέµνονται σε ένα σηµείο, είτε τέµνονται σε περισσότερα του

ενός σηµεία, δηλαδή ταυτίζονται. ΄Ετσι λοιπόν το σύστηµα είτε δεν έχει λύση, είτε

έχει µοναδική λύση, είτε έχει άπειρες λύσεις.

Για τη διανυσµατική µορφή του συστήµατος διακρίνουµε τις περιπτώσεις

1 Τα διανύσµατα a, b δεν περιέχονται στην ίδια ευθεία, ισοδύναµα b 6=λa
για κάθε λ ∈R, είναι όπως λέµε γραµµικά ανεξάρτητα. Τότε το διάνυσµα

c εκφράζεται µε µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των a και b.

΄Ετσι το αρχικό σύστηµα έχει µοναδική λύση.

2 Τα διανύσµατα a, b περιέχονται στην ίδια ευθεία, ισοδύναµα b=λa για

κάποιο λ ∈R, είναι όπως λέµε γραµµικά εξαρτηµένα. Τότε η διανυσµατική

εξίσωση γίνεται (
a1

a2

)
(x +λy)=

(
c1

c2

)
.
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Στην δεύτερη περίπτωση ϑα έχουµε, ισοδύναµα,(
a1

a2

)
z =

(
c1

c2

)
,

όπου z = x +λy , οπότε διακρίνουµε τις δύο υποπεριπτώσεις

2αʹ Το διάνυσµα c δεν περιέχεται στην ευθεία που ορίζει το a, ισοδύναµα

c 6= ta για κάθε t ∈R, κατά συνέπεια το σύστηµα δεν έχει λύση.

2βʹ Το διάνυσµα c περιέχεται στην ευθεία που ορίζει το a, ισοδύναµα

c=µa⇔ z = x +λy =µ.

Τότε για κάθε t ∈R η

x =µ−λt , y = t

είναι λύση του συστήµατος, οπότε το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις.
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Παράδειγµα 3. Ας επιλύσουµε γραφικά το απλό σύστηµα,

3x +4y = 5

2x +5y = 1
⇔

(
3

2

)
x +

(
4

5

)
y =

(
5

1

)
.

Θεώρηση κατά γραµµές: Οι ευθείες έχουν διαφορετικές κλίσεις κατά συνέπεια

τέµνονται σε ένα σηµείο. Πράγµατι στο Σχήµα 1 αποτυπώνεται αυτό το αποτέλε-

σµα και η λύση του συστήµατος είναι η x = 3, y =−1.

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

0

3x +4y = 5

2x +5y = 1

Σχήµα: Γραφική επίλυση συστήµατος - Θεώρηση κατά γραµµές.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆04 Επίλυση γραµµικών συστηµάτων - Απαλοιφή 21/X/2025 15 / 29

ΕΣτΤΜ
ΗΥΠ



Λύνουµε το σύστηµα

3x +4y = 5

2x +5y = 1
⇔

(
3

2

)
x +

(
4

5

)
y =

(
5

1

)
.

Θεώρηση κατά στήλες: Τα διανύσµατα των συντελεστών είναι γραµµικά ανε-

ξάρτητα, (
3

2

)
6=λ

(
4

5

)
για κάθε λ ∈ R, εποµένως το διάνυσµα των σταθερών του συστήµατος εκφρά-

Ϲεται ως γραµικός συνδυασµός αυτών των δυανυσµάτων των συντελεστών. Οι

ευθείες που περιέχουν αντίστοιχα τα διανύσµατα a και b και οι παράλληλες προς

αυτές από το σηµείο (c1,c2) ορίζουν µοναδικό παραλληλόγραµµο µε διαγώνιο

το ‘‘διάνυσµα’’ c, ϐλέπε Σχήµα 2.
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−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

a=
(
3

2

)
b=

(
4

5

)

c=
(
5

1

)
= 3a−b

a

b

c

−b

3a

Σχήµα: Γραφική επίλυση συστήµατος - Θεώρηση κατά στήλες.
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3. Η απαλοιφή Gauss και Gauss-Jordan

Ξεκινώντας από ένα τυχαίο επαυξηµένο µητρώο, το οποίο αντιστοιχεί σε κάποιο

τυπικό σύστηµα, ας πούµε για παράδειγµα, τεσσάρων εξισώσεων µε έξι αγνώ-

στους (4×6) µπορεί µε τη διαδικασία της απαλοιφής να καταλήξουµε στο
1 2 0 4 2 2 5

0 0 1 5 1 1 3

0 0 0 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0

 (3)

το οποίο δεν είναι µεν τριγωνικό, αλλά έχει τη συγκεκριµένη κλιµακωτή µορφή (σε

αναλογία µε τη γραφική παράσταση µιας ϕθίνουσας κλιµακωτής συνάρτησης).
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Ορισµός 1

Θα λέµε ότι ένα µητρώο είναι σε κλιµακωτή µορφή (row-echelon form) αν έχει

τις ιδιότητες

(1) Εάν µια γραµµή δεν αποτελείται εξ ολοκλήρου από µηδενικά, τότε το

πρώτο µη µηδενικό στοιχείο στη γραµµή είναι το 1. Αυτό το 1 ονοµάζουµε

οδηγό.

(2) Οι γραµµές που αποτελούνται εξ ολοκλήρου από µηδενικά είναι και οι

τελευταίες γραµµές του µητώου.

(3) Αν δύο διαδοχικές γραµµές περιέχουν οδηγούς, τότε ο οδηγός της

επάνω γραµµής ϐρίσκεται στα αριστερά του οδηγού της κάτω γραµµής.

Θα λέµε ότι ένα µητρώο είναι σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή (ΑΚΜ) (reduced

row-echelon form) αν επιπλέον των (1)–(3) έχει την ιδιότητα

(4) Εάν µια στήλη περιέχει οδηγό, τότε περιέχει µηδενικά στις υπόλοιπες

ϑέσεις.
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Παρατηρούµε ότι το µητρώο στην (3) είναι σε κλιµακωτή µορφή αλλά δεν είναι

σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή, αφού πάνω από τον οδηγό στην τρίτη γραµµή

περιέχονται µη µηδενικά στοιχεία. Οι στοιχειώδεις πράξεις γραµµών

r1 →−2r3 + r1 και r2 →−1r3 + r2

οδηγούν στο 
1 2 0 4 0 0 1

0 0 1 5 0 0 1

0 0 0 0 1 1 2

0 0 0 0 0 0 0

 (4)

το οποίο είναι σε ανηγµένη κλιµακωτή µορφή, µε τους οδηγούς κυκλωµένους.

Τη διαδικασία που οδηγεί σε µια κλιµακωτή µορφή ονοµάζουµε απαλοιφή Gauss,

ενώ εκείνη που οδηγεί στην ανηγµένη κλιµακωτή µορφή ονοµάζουµε απαλοιφή
Gauss-Jordan.
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Παράδειγµα 4.
Να ϐρεθεί µια κλιµακωτή µορφή για το µητρώο0 0 −2 8 12

2 4 −8 12 28

2 4 −5 −6 49

 .

Βήµα 1. Εντοπίζουµε την αριστερότερη στήλη η οποία περιέχει µη µηδενικά

στοιχεία. Εδώ είναι η πρώτη στήλη.

Βήµα 2. Αντικαθιστούµε την πρώτη γραµµή, αν είναι απαραίτητο, µε άλλη γραµµή

η οποία περιέχει µη µηδενικό στοιχείο στη ϑέση του οδηγού. Εδώ µεταθέτουµε

την πρώτη µε την δεύτερη γραµµή.2 4 −8 12 28

0 0 −2 8 12

2 4 −5 −6 49


Βήµα 3. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε κατάλληλη σταθερά ώστε να

εµφανιστεί ο οδηγός της πρώτης γραµµής. Εδώ πολλαπλασιάζουµε µε 1/2.
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1 2 −4 6 14

0 0 −2 8 12

2 4 −5 −6 49


Βήµα 4. Προσθέτουµε κατάλληλα πολλαπλάσια της πρώτης γραµµής στις απο-

κάτω γραµµές ώστε τα στοιχεία κάτω από τον οδηγό να είναι µηδενικά. Εδώ

πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην τρίτη

γραµµή. 1 2 −4 6 14

0 0 −2 8 12

0 0 3 −18 21


Βήµα 5. Καλύπτουµε την πρώτη γραµµή και επαναλαµβάνουµε τα Βήµατα 1–

4 στο υποµητρώο που αποµένει. Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο µέχρις ότου

καταλήξουµε στην row-echleon form του αρχικού µητρώου.

Βήµα 3α. Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε κατάλληλη σταθερά ώστε

να εµφανιστεί ο οδηγός της δεύτερης γραµµής. Εδώ µε −1/2.
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1 2 −4 6 14

0 0 1 −4 −6

0 0 3 −18 21


Βήµα 4α. Προσθέτουµε κατάλληλα πολλαπλάσια της δεύτερης γραµµής στις

αποκάτω γραµµές ώστε τα στοιχεία κάτω από τον οδηγό να µηδενιστούν. Πολ-

λαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −3 και την προσθέτουµε στην τρίτη.1 2 −4 6 14

0 0 1 −4 −6

0 0 0 −6 39


Βήµα 3β. Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε κατάλληλη σταθερά ώστε να

εµφανιστεί ο οδηγός της τρίτης γραµµής. Εδώ πολλαπλασιάζουµε µε −1/6.1 2 −4 6 14

0 0 1 −4 −6

0 0 0 1 −13/2


Το τελευταίο µητρώο είναι η Ϲητούµενη µορφή.
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Σηµειώνουµε ότι η κλιµακωτή µορφή µητρώου δεν είναι µοναδική.

΄Ασκηση 2

Επαναλάβατε και ολοκληρώστε την διαδικασία απαλοιφής στο µητρώο του

τελευταίου Παραδείγµατος όπου τώρα στο Βήµα 2 µεταθέστε την πρώτη και την

τρίτη γραµµή. Τι παρατηρείτε ;

Παράδειγµα 5

Να ϐρεθεί η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή για το µητρώο0 0 −2 8 12

2 4 −8 12 28

2 4 −5 −6 49

 .

Στο προηγούµενο Παράδειγµα ϐρήκαµε µια κλιµακωτή µορφή του µητρώου

1 2 −4 6 14

0 0 1 −4 −6

0 0 0 1 −13/2


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Παράδειγµα 5 (συνέχεια)

και από αυτήν συνεχίζουµε τη διαδικασία Gauss-Jordan µε

Βήµα 6. Αρχίζοντας από την τελευταία µη µηδενική γραµµή και ανεβαίνοντας

προσθέτουµε κατάλληλα πολλαπλάσια κάθε γραµµής µε οδηγό στις αποπάνω

γραµµές ώστε τα στοιχεία πάνω από κάθε οδηγό να είναι µηδενικά.

Βήµα 6α. Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε 4 και την προσθέτουµε στην

δεύτερη. 1 2 −4 6 14

0 0 1 0 −32

0 0 0 1 −13/2


Βήµα 6β. Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε −6 και την προσθέτουµε στην

πρώτη. 1 2 −4 0 53

0 0 1 0 −32

0 0 0 1 −13/2


Βήµα 6γ. Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε 4 και την προσθέτουµε

στην πρώτη.
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Παράδειγµα 5 (συνέχεια) 1 2 0 0 −75

0 0 1 0 −32

0 0 0 1 −13/2


Το τελευταίο µητρώο είναι η Ϲητούµενη ανηγµένη κλιµακωτή µορφή.

Σηµειώνουµε, και αυτό µπορεί να αποδειχθεί, ότι σε αντίθεση µε την κλιµακωτή

µορφή µητρώου η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή (ΑΚΜ) είναι µοναδική.

Παρατήρηση 2

Το σύστηµα που αντιστοιχεί στο τελευταίο µητρώο είναι τριών εξισώσεων µε

τέσσερεις αγνώστους x1,x2,x3,x4. Οι άγνωστοι x3 και x4 προσδιορίζονται

µοναδικά από την δεύτερη και την τρίτη εξίσωση αντίστοιχα. Η πρώτη εξίσωση

δίνει x1 +2x2 =−75 και η λύσεις του συστήµατος είναι

x1 =−75−2t , x2 = t , x3 =−32, x4 =−13/2

όπου το t είναι µια πραγµατική παράµετρος, κατά συνέπεια υπάρχει απειρία

λύσεων του αρχικού συστήµατος.
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Παρατήρηση 3

Για ένα γραµµικό οµοιογενές σύστηµα, Ax= 0, n εξισώσεων µε n+1 (ή n+k µε

k ∈N) αγνώστους στην καλύτερη περίπτωση, δηλαδή αυτή στην οποία υπάρχουν

n οδηγοί, η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή R0 του επαυξηµένου µητρώου είναι

R0 =


1 0 0 · · · 0 a1 0

0 1 0 · · · 0 a2 0

0 0 1 · · · 0 a3 0

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 · · · 1 an 0

 , n× (n+2)

απ΄ όπου ϕαίνεται ότι υπάρχουν άπειρες το πλήθος µη µηδενικές λύσεις.

4. Στοιχειώδη µητρώα
Κάθε ϐήµα στην διαδικασία της απαλοιφής µπορεί να επιτευχθεί πολλαπλασιάζο-

ντας το αρχικό µητρώο µε ένα κατάλληλο µητρώο. Σε αντιστοιχία µε τις στοιχειώ-

δεις πράξεις γραµµών κάθε τέτοιο µητρώο ονοµάζεται στοιχειώδες µητρώο.
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Ορισµός 2

Κάθε τετραγωνικό µητρώο το οποίο προκύπτει από το µοναδιαίο µητρώο I

εκτελώντας µία µόνο στοιχειώδη πράξη γραµµών λέγεται στοιχειώδες µητρώο,

ή µητρώο Gauss.

Παράδειγµα 6

Τα παρακάτω µητρώα είναι στοιχειώδη.

J1 =
(
1 0

0 2

)
, J2 =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 , J3 =
1 0 0

3 1 0

0 0 1

 , J4 =
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , J5 =
(
1 2

0 1

)
.

Ειδικά το µητρώο J2 είναι ένα µητρώο µετάθεσης το οποίο προέρχεται από το I

µε µία µόνο εναλλαγή γραµµών, ενώ το µητρώο J3 προκύπτει αν στη δεύτερη

γραµµή του I προστεθεί το τριπλάσιο της πρώτης γραµµής.

Αν το στοιχειώδες µητρώο E προέρχεται από το I εκτελώντας µια στοιχειώδη

πράξη γραµµών και E
′ είναι το στοιχειώδες µητρώο το οποίο προέρχεται από το

I εκτελώντας την αντίστροφη στοιχειώδη πράξη γραµµών, τότε E
−1 = E

′.
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(
1 0

0 1

)
→ r1 → r1

r2 → 2r2

(
1 0

0 2

)
= J1

και (
1 0

0 1

)
→

r1 → r1

r2 → 1

2
r2

(
1 0

0 1/2

)
= J

′
1

για το οποίο ισχύει(
1 0

0 1/2

)(
1 0

0 2

)
=

(
1 0

0 2

)(
1 0

0 1/2

)
=

(
1 0

0 1

)
.

΄Οµοια (
1 0

0 1

)
→ r1 → r1 +2r2

r2 → r2

(
1 2

0 1

)
= J5

και (
1 0

0 1

)
→ r1 → r1 −2r2

r2 → r2

(
1 −2

0 1

)
= J

′
5

και τα δύο µητρώα είναι το ένα αντίστροφο του άλλου αφού J
′
5
J5 = J5J

′
5
= I.
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