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ΑΣΚΗΣΕΙΣ µε ΛΥΣΕΙΣ 03. Μητρώα (συνέχεια)

Οι ασκήσεις (1.-6.) που ακολουθούν αποσκοπούν στον έλεγχο κατανόησης των ϐασικών
εννοιών και στοιχειωδών πράξεων σχετικών µε µητρώα. Είναι της µορφής Σωστό/Λάθος (Σ Λ).
Απαντάτε κυκλώνοντας κατάλληλα. Μην απαντάτε στην τύχη, σκεφτείτε και επεξεργαστείτε
τα δεδοµένα πριν απαντήσετε.

1. (Σ Λ) Εάν A,B είναι µητρώα του ιδίου µεγέθους και r είναι µια σταθερά, τότε

(rA+B)T = rAT +BT.

2. (Σ Λ) Εάν A,B είναι αντιστρέψιµα µητρώα του ιδίου µεγέθους, τότε και το A + B είναι
αντιστρέψιµο.

3. (Σ Λ) Εάν το A είναι ένα αντιστρέψιµο µητρώο, τότε και το AT είναι αντιστρέψιµο.

4. (Σ Λ) Εάν για τα µητρώα A και B το A + BT ορίζεται, τότε τα A και B είναι του ιδίου
µεγέθους.

5. (Σ Λ) Εάν για τα µητρώα A και B το B είναι αντιστρέψιµο και το A + B−1 ορίζεται, τότε
τα A και B είναι του ιδίου µεγέθους.

6. (Σ Λ) Εάν για τα τετραγωνικά µητρώα A και B ισχύει AB = O, τότε A = O ή B = O.

7. Αν

A =

(
a b
c d

)
µε ad− bc ̸= 0,

τότε

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

8. ΄Εστω ότι το τετραγωνικό µητρώο A ικανοποιεί τη σχέση A2 − 4A + I = O, όπου O είναι
το µηδενικό µητρώο. ∆είξτε το A αντιστρέφεται και ότι A−1 = 4I − A.

9. Εάν το A είναι τετραγωνικό µητρώο ώστε Ak+1 = O, για κάποιο ϑετικό ακέραιο k, δείξτε
ότι

(I − A)−1 = I + A+ A2 + · · ·+ Ak.

10. Εάν A και B είναι τετραγωνικά µητρώα ώστε AB = O και το A είναι αντιστρέψιµο, δείξτε
ότι B = O.

11. ΄Εστω ότι το A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο. Αν A2 = O, δείξτε ότι το A δεν αντιστρέφεται.
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12. Θεωρούµε το διαγώνιο µητρώο

A =


a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · an


µε ai ̸= 0 για i = 1, 2, . . . , n. ∆είξτε ότι το A είναι αντιστρέψιµο και ϐρείτε το A−1.

13. Για τα 3× 3 µητρώα µετάθεσης δείξτε ότι

(αʹ) M−1
k = MT

k , για k = 0, 1, . . . , 5.

(ϐʹ) Εφοδιασµένα µε την πράξη του πολλαπλασιασµού αποτελούν οµάδα.

14. Εάν

C =

1 c1 c2
0 1 c3
0 0 1

 ,

ορίζουµε N = C − I. ∆είξτε ότι N3 = O. ∆είξτε επίσης ότι το C αντιστρέφεται και ότι

C−1 = I −N +N2.

Υπόδειξη: C = I +N .

15. ΄Εστω Jn το n× n µητρώο του οποίου όλα τα στοιχεία είναι 1. ∆είξτε ότι

(αʹ) J2
n = nJn

(ϐʹ) (I − Jn)
−1 = I − 1

n− 1
Jn.

ΛΥΣΕΙΣ

1. Σ Λ Εάν A,B είναι µητρώα του ιδίου µεγέθους και r είναι µια σταθερά, τότε

(rA+B)T = rAT +BT.

΄Επεται από τις ιδιότητες της αναστροφής (A+B)T = AT +BT και (λA)T = λAT.

2. Σ Λ Εάν A,B είναι αντιστρέψιµα µητρώα του ιδίου µεγέθους, τότε και το A + B
είναι αντιστρέψιµο.

Αν το A είναι αντιστρέψιµο, τότε το B = −A είναι αντιστρέψιµο και

B−1 = (−A)−1 = −A−1

από την ιδιότητα, αλλά A+B = O δεν είναι αντιστρέψιµο.

3. Σ Λ Εάν το A είναι ένα αντιστρέψιµο µητρώο, τότε και το AT είναι αντιστρέψιµο.

Το A−1 υπάρχει και από τις ιδιότητες της αναστροφής υπολογίζουµε

AT(A−1)T = (A−1A)T = IT = I

(A−1)TAT = (AA−1)T = IT = I

κατά συνέπεια το AT αντιστρέφεται και (AT )−1 = (A−1)T.
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4. Σ Λ Εάν για τα µητρώα A και B το A+BT ορίζεται, τότε τα A και B είναι του ιδίου
µεγέθους.

Αν το A είναι n×m, µε n ̸= m, το BT είναι n×m, οπότε το B είναι m×n διαφορετικού
µεγέθους από το A.

5. Σ Λ Εάν για τα µητρώα A και B το B είναι αντιστρέψιµο και το A + B−1 ορίζεται,
τότε τα A και B είναι του ιδίου µεγέθους.

Αφού το B αντιστρέφεται είναι n × n, όπως και το B, άρα και το A αφού το A + B−1

ορίζεται.

6. Σ Λ Εάν για τα τετραγωνικά µητρώα A και B ισχύει AB = O, τότε A = O ή B = O.

Αν A =
(
0 1
0 0

)
και B =

(
0 2
0 0

)
, τότε A ̸= O, B ̸= O, αλλά AB = O.

7. Αν

A =

(
a b
c d

)
µε ad− bc ̸= 0,

τότε

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

Θέτουµε λ = ad− bc ̸= 0 και δείχνουµε ότι

A
1

λ

(
d −b
−c a

)
=

1

λ

(
d −b
−c a

)
A =

(
1 0
0 1

)
.

Πράγµατι

A
1

λ

(
d −b
−c a

)
=

(
a b
c d

)(
d
λ

−b
λ

−c
λ

a
λ

)
=

(
ad−bc

λ
−ab+ab

λ
cd−cd

λ
ad−bc

λ

)
=

(
1 0
0 1

)
,

από τον ορισµό του λ. ΄Οµοια υπολογίζουµε και το άλλο γινόµενο.

8. ΄Εστω ότι το τετραγωνικό µητρώο A ικανοποιεί τη σχέση A2− 4A+ I = O, όπου O είναι
το µηδενικό µητρώο. ∆είξτε το A αντιστρέφεται και ότι A−1 = 4I − A.

A2 − 4A+ I = O ⇒ 4A− A2 = I ⇒

{
A(4I − A) = I,

(4I − A)A = I.

Στη πρώτη περίπτωση ϐγάλαµε το A κοινό παράγοντα από τα αριστερά και στη δεύτερη
από τα δεξιά. Το µητρώο λοιπόν 4I −A πολλαπλασιάζοντας το A είτε από τα δεξιά είτε
από τα αριστερά δίνει ως γινόµενο το ταυτοτικό µητρώο I, εποµένως το A αντιστρέφεται
και από τη µοναδικότητα του αντίστροφου µητρώου έπεται ότι A−1 = 4I − A.

ΠΡΟΣΟΧΗ: Βγάζοντας κοινό παράγοντα στην παρένθεση έχουµε 4I −A και όχι 4−A
που δεν ορίζεται.

9. Εάν το A είναι τετραγωνικό µητρώο ώστε Ak+1 = O, για κάποιο ϑετικό ακέραιο k, δείξτε
ότι

(I − A)−1 = I + A+ A2 + · · ·+ Ak.
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Αν B = I + A + A2 + · · · + Ak, αρκεί να δείξουµε ότι (I − A)B = B(I − A) = I.
Πράγµατι, από την επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση
υπολογίζουµε

(I − A)(I + A+ A2 + · · ·+ Ak) = I + A+ A2 + · · ·+ Ak − A− A2 + · · · − Ak − Ak+1

= I −O

= I

(I + A+ A2 + · · ·+ Ak)(I − A) = I − A+ A− A2 + A2 − A3 + · · ·+ Ak − Ak+1

= I −O

= I

που είναι το Ϲητούµενο.

10. Το A−1 υπάρχει, οπότε

AB = O ⇒ A−1(AB) = A−1O ⇒ (A−1A)B = O ⇒ IB = O ⇒ B = O.

11. Ας υποθέσουµε ότι A−1 υπάρχει, τότε (όπως στην προηγούµενη ΄Ασκηση µε A στη ϑέση
του B)

A2 = O ⇒ A−1(AA) = A−1O ⇒ (A−1A)A = O ⇒ IA = O ⇒ A = O.

Με την υπόθεση ότι το A αντιστρέφεται καταλήξαµε στο ότι A = O, αυτό όµως είναι
άτοπο (γιατί το O δεν έχει αντίστροφο), υποµένως η υπόθεση είναι ψευδής, άρα το A
δεν έχει αντίστροφο.

12. Λήµµα. Το γινόµενο διαγωνίων µητρώων είναι διαγώνιο και τα στοιχεία της διαγωνίου

του γινοµένου είναι τα γινόµενα των αντίστοιχων στοιχείων των µητρώων.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι τα A = (aij) και B = (bij) είναι διαγώνια µητρώα (τετραγωνικά) του
ιδίου µεγέθους, έστω n× n. Αν ai είναι οι γραµµές του A, i = 1, 2, . . . , n, το ai έχει aii
στην i-στήλη και µηδέν στις υπόλοιπες, και αν bj είναι οι στήλες του B, j = 1, 2, . . . , n,
το bj έχει bjj στην j-γραµµή και µηδέν στις υπόλοιπες. Αν C = AB = (cij) είναι το
γινόµενο, τότε

cij = aibj = (ai)T · bj = ai · bj =

{
1, αν i = j

0, αν i ̸= j

κατά συνέπεια το C είναι διαγώνιο και cii = aiibii.

Αν για το διαγώνιο µητρώο

A =


a1 0 · · · 0
0 a2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · an


µε ai ̸= 0 για i = 1, 2, . . . , n πάρουµε

A′ =


1/a1 0 · · · 0
0 1/a2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1/an


τότε, σύµφωνα µε το Λήµµα, έχουµε AA′ = A′A = I, άρα A−1 = A′.
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13. Αν

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1


και M είναι ένα 3× 3 µητρώο µετάθεσης, τότε

M = (ei ej ek) =

eT
ℓ

eT
m

eT
n


όπου i, j, k ∈ {1, 2, 3} ανά δύο διαφορετικά µεταξύ τους και ℓ,m, n ∈ {1, 2, 3} ανά δύο
διαφορετικά µεταξύ τους.

(αʹ) Εποµένως

MTM =

eT
i

eT
j

eT
k

 (ei ej ek) =

ei · ei ei · ej ei · ek
ej · ei ej · ej ej · ek
ek · ei ek · ej ek · ek


=

1 0 0
0 1 0
0 0 1


= I

όµοια

MMT =

eT
ℓ

eT
m

eT
n

 (eℓ em en) =

 eℓ · eℓ eℓ · em eℓ · en
em · eℓ em · em em · en
en · eℓ en · em en · en


=

1 0 0
0 1 0
0 0 1


= I

κατά συνέπεια M−1 = MT.

(ϐʹ) ΄Εστω M3 το σύνολο των 3×3 µητρώων µετάθεσης. Ο πολλαπλασιασµός MkA ενός
µητρώου A µε µητρώο µετάθεσης Mk, µεταθέτει εκείνες τις γραµµές του A που
µετατέθηκαν στο I για να προκύψει το Mk, έτσι αν το A είναι µητρώο µετάθεσης
το MkA είναι µια µετάθεση γραµµών του I, άρα µητρώο µετάθεσης, ισοδύναµα το
γινόµενο στοιχείων του M3 είναι στοιχείο του M3. Επιπλέον

i. Ο πολλαπλασιασµός στο M3 είναι ο γνωστός πολλαπλασιασµός, άρα είναι
προσεταιριστικός.

ii. Το ταυτοτικό µητρώο είναι µητρώο µετάθεσης, άρα υπάρχει στο M3 το ουδέ-
τερο στοιχείο της πράξης.

iii. Κάθε στοιχείο M του M3 έχει αντίστροφο, το MT, όπως δείξαµε στο (α΄).

Εποµένως το M3 µε την πράξη του πολλαπλασιασµού είναι οµάδα.

14. Είναι

C =

1 c1 c2
0 1 c3
0 0 1

 , N = C − I.
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(αʹ) N3 = O. Βλέπε Ασκήσεις 2 #1.

(ϐʹ) C−1 = I −N +N2. Αρκεί να δείξουµε ότι

C(I −N +N2) = (I −N +N2)C = I

ισοδύναµα, από τον ορισµό του N ,

(N + I)(I −N +N2) = (I −N +N2)(N + I) = I.

∆είχνουµε τη µία από τις δύο ισότητες, η άλλη είναι παρόµοια. Πράγµατι

(N + I)(I −N +N2) = N −N2 +N3 + I −N +N2

= O + I (από το (α΄))
= I.

15. (αʹ) ΄Εστω Jn = (aij) όπου aij = 1 για i = 1, 2, . . . , n και j = 1, 2, . . . , n. Αν ai είναι η
i-γραµµή (ως µητρώο) του Jn και aj είναι η j-στήλη του Jn, τότε

(ai)T = aj, για όλα τα i και όλα τα j

έτσι το στοιχείο στην i-γραµµή και j-στήλη του Jn είναι το εσωτερικό γινόµενο
ai · aj = n, οπότε ϐγάζοντας το n κοινό παράγοντα έχουµε ότι J2

n = nJn.

(ϐʹ) Αρκεί να δείξουµε ότι

(I − Jn)

(
I − 1

n− 1
Jn

)
=

(
I − 1

n− 1
Jn

)
(I − Jn) = I.

Πράγµατι

(I − Jn)

(
I − 1

n− 1
Jn

)
= I − 1

n− 1
Jn − Jn +

1

n− 1
J2
n

= I − n

n− 1
Jn +

n

n− 1
Jn, (από το (α΄))

= I.

Με όµοιο τρόπο δείχνεται και η άλλη ισότητα.


