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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 02. Μητρώα

Παρατήρηση: Μυστικά του πολλαπλασιασµού

Πέρα από τον µηχανιστικό τρόπο εκτέλεσης του πολλαπλασιασµού µητρώων µέσω της (12)
(διαφάνεια 10, ∆ιάλεξη 2), η κατανόηση της δοµής του γινοµένου επιτρέπει την εξαγωγή
ιδιαίτερα χρήσιµων συµπερασµάτων για το γινόµενο. Ας δούµε ένα απλό παράδειγµα. Πα-
ϱιστώντας τις στήλες µητρώου ως µητρώα µε µία στήλη, και τις γραµµές ως µητρώα µε µία
γραµµή, επειδή (
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απ΄ όπου έπεται ότι οι στήλες του γινοµένου είναι γραµµικοί συνδυασµοί των στηλών του πρώτου

µητρώου, και αφετέρου(
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απ΄ όπου έπεται ότι οι γραµµές του γινοµένου είναι γραµµικοί συνδυασµοί των γραµµών του

δεύτερου µητρώου. Για γενικά µητρώα ας επεκτείνουµε τον γνωστό συµβολισµό ως εξής : Για
το n×m µητρώο Q γράφουµε, όπως πριν, qj για την j-στήλη του Q και qi για την i-γραµµή
του Q, ως 1×m µητρώο, ώστε
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)
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 .

Αν A =
(
aij
)
είναι ένα n×m µητρώο και B =

(
bij
)
είναι ένα m× k µητρώο, µια προσεκτική

ανάγνωση των (3.7), (3.8), (3.9) αποκαλύπτει για το γινόµενο C = AB τα εξής :

(1) Κάθε στήλη του AB είναι γραµµικός συνδυασµός των στηλών του A µε συντελεστές τα
στοιχεία της αντίστοιχης στήλης του B, µε άλλα λόγια αν

AB =
(
a1 a2 · · · am

)(
b1 b2 · · · bk

)
=
(
c1 c2 · · · ck

)
= C

τότε
cj = a1b1j + a2b2j + · · ·+ ambmj, j = 1, 2, . . . , k (3)
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(2) Καθε γραµµή του AB είναι γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του B µε συντελεστές
τα στοιχεία της αντίστοιχης γραµµής του A, µε άλλα λόγια αν

AB =
(
a1 a2 · · · am

)

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 =
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 = C

τότε
ci = b1ai1 + b2ai2 + · · ·+ bmaim, j = 1, 2, . . . , k (4)

(3) Παρατηρήστε ότι

C =


a1b1 a1b2 · · · a1bk

a2b1 a2b2 · · · a2bk
...

...
...
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 .

Ασκήσεις

1. Αν

A =

(
0 a1
0 0

)
, και B =

0 b1 b2
0 0 b3
0 0 0

 ,

δείξτε ότι A2 = O, και B3 = O.

2. Να ϐρεθούν όλα τα 2× 2 µητρώα της µορφής

M =

(
a b
0 c

)
, b 6= 0

τέτοια ώστε M2 = I.

3. Να ϐρεθούν όλα τα 2× 2 πραγµατικά µητρώα που ικανοποιούν την εξίσωση I +A2 = O,
όπου O είναι τη µηδενικό µητρώο.

4. Οι ερωτήσεις που ακολουθούν αποσκοπούν στον έλεγχο κατανόησης των ϐασικών εννοιών
και στοιχειωδών πράξεων σχετικών µε µητρώα. Είναι της µορφής Σωστό/Λάθος (Σ Λ). Α-
παντάτε κυκλώνοντας κατάλληλα. Εκτιµήστε τη ϱήση του Αϊνστάιν ‘‘Ο Θεός δεν παίζει
Ϲάρια’’ και (ως κατ΄ εικόνα και καθ΄ οµοίωσιν πλάσµατα) µην απαντάτε στην τύχη. Σκε-
ϕτείτε και επεξεργαστείτε τα δεδοµένα πριν απαντήσετε. Ακόµα καλύτερα δικαιολογήστε
την απάντησή σας.

(αʹ) (Σ Λ) Εάν A και B είναι µητρώα και AB = BA τότε τα µητρώα είναι τετραγωνικά
του ιδίου µεγέθους.

(ϐʹ) (Σ Λ) Εάν A,B,C είναι µητρώα του ιδίου µεγέθους και A−C = B−C, τότε A = B.

(γʹ) (Σ Λ) Εάν για τα µητρώα A και B είναι AB = BA, τότε A = B.

(δʹ) (Σ Λ) Εάν A,B,C είναι τετραγωνικά µητρώα του ιδίου µεγέθους και AC = BC,
τότε A = B.

(εʹ) (Σ Λ) Εάν για τα µητρώα A και B το AB + BA ορίζεται, τότε τα µητρώα A,B είναι
τετραγωνικά του ιδίου µεγέθους.
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(ϛʹ) (Σ Λ) ΄Εστω ότι για τα µητρώα A και B το AB ορίζεται. Εάν το A έχει µια γραµµή
µε µηδέν παντού, τότε το AB έχει µια γραµµή µε µηδέν παντού.

(Ϲʹ) (Σ Λ) ΄Εστω ότι για τα µητρώα A και B το AB ορίζεται. Εάν το A έχει µια στήλη µε
µηδέν παντού, τότε το AB έχει µια στήλη µε µηδέν παντού.

(ηʹ) (Σ Λ) ΄Εστω ότι για τα µητρώα A και B το AB ορίζεται. Εάν το B έχει µια γραµµή
µε µηδέν παντού, τότε το AB έχει µια γραµµή µε µηδέν παντού.

(ϑʹ) (Σ Λ) ΄Εστω ότι για τα µητρώα A και B το AB ορίζεται. Εάν το B έχει µια στήλη µε
µηδέν παντού, τότε το AB έχει µια στήλη µε µηδέν παντού.

(ιʹ) (Σ Λ) Εάν A,B είναι τετραγωνικά µητρώα του ιδίου µεγέθους, τότε

(A+B)2 = A2 + 2AB +B2.

5. κυκλωστε αναλογα. Εάν

A =

a1
a2
a3

 , B =

b1
b2
b3

 , C =
(
A B

)
, D =

(
AT

BT

)
,

τότε η πράξη µεταξύ των εµπλεκοµένων µητρώων ορίζεται. Εκεί όπου ορίζεται εκτελέστε
τη.

(αʹ) (Σ Λ) AATC

(ϐʹ) (Σ Λ) ACB

(γʹ) (Σ Λ) CAAT

(δʹ) (Σ Λ) ADB

6. Θεωρώντας τα µητρώα µε αντίστοιχα µεγέθη

µητρώο: A B C D E

µέγεθος : 3× 5 5× 2 3× 5 3× 2 2× 3

υπολογίστε το µέγεθος ή γράψτε ‘‘δο’’ (δεν ορίζεται) για κάθε ένα από τα µητρώα

AB BA A− C AΤB AΤC DΤA CB +D DE DDΤ + EΤE (A+ C)BE

7. Η ακολουθία των αριθµών Fibonacci ορίζεται αναδροµικά από τις σχέσεις

f1 = 1, f2 = 1, fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 3,

έτσι οι πρώτοι µερικοί όροι της ακολουθίας είναι

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . .

΄Εστω

F =

(
f2 f1
f1 0

)
=

(
1 1
1 0

)
.

Θέτοντας f0 = 0, δείξτε ότι για κάθε n = 1, 2, 3, . . . ισχύει

F n =

(
fn+1 fn
fn fn−1

)
.


