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1. Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα
Για ένα τετραγωνικό µητρώο A συµβαίνει να υπάρχουν χαρακτηριστικά µη µηδε-

νικά διανύσµατα x ώστε

Ax=λx, (1)

όπου λ είναι κάποια σταθερά. Για παράδειγµα για

A=
(
2 3

0 1

)
, x1 =

(−3

1

)
, x2 =

(
1

0

)
,

έχουµε ότι

Ax1 =
(
2 3

0 1

)(−3

1

)
=

(−3

1

)
= x1, λ= 1

και

Ax2 =
(
2 3

0 1

)(
1

0

)
=

(
2

0

)
= 2

(
1

0

)
= 2x2, λ= 2.

Η σχέση (1) δηλώνει ότι το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού του µητρώου

µε ένα τέτοιο διάνυσµα είναι ένα συγγραµικό διάνυσµα, στην κατεύθυνση του

αρχικού αν λ> 0, ή στην αντίθετη αν λ< 0.
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Ορισµός 1

΄Εστω A ένα n×n µητρώο. Αν για κάποια σταθερά λ υπάρχει µη µηδενικό

διάνυσµα x ώστε Ax=λx, η σταθερά λ λέγεται ιδιοτιµή (eigenvalue) του A και

το µη µεδενικό διάνυσµα x λέγεται ιδιοδιάνυσµα (eigenvector) του A που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ.

Λόγω της γεωµετρικής ιδιότητας που εκφράζει η (1) είναι σηµαντικό να γνω-

ϱίζουµε πώς να ϐρίσκουµε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ενός

τετραγωνικού µητρώου. Γράφοντας τη ϕαινοµενικά παράξενη εξίσωση (1) στη

µορφή

Ax−λx= 0⇔ (A−λI)x= 0, (2)

ϐλέπουµε αµέσως ότι το Ϲητούµενο σχετίζεται µε την επίλυση ενός συστήµατος

το οποίο εξαρτάται από µια παράµετρο, συνεπώς

1 Η σταθερά λ είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνο αν το µητρώο A−λI είναι µη

αντιστρέψιµο.

2 Το διάνυσµα x είναι ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ

αν και µόνο αν είναι µη µηδενική λύση του συστήµατος (A−λI)x= 0.

΄Ετσι, ως αποτέλεσµα, της ϑεωρίας που έχουµε αναπτύξει, έχουµε
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Θεώρηµα 1

Αν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο, τότε

1 Ο αριθµός λ είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνο αν είναι λύση της εξίσωσης

det(A−λI)= 0.

2 Το διάνυσµα x είναι ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ

αν και µόνο αν είναι µη µηδενικό στοιχείο του µηδενόχωρου του A−λI.

Παρατηρείστε ότι αν το x είναι ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί σε µια

ιδιοτιµή, έστω λ, και c είναι µια µη µηδενική σταθερά, από την (1) έπεται ότι

Ax=λx⇒ c(Ax)= c(λx)

κατά συνέπεια

(cA)x= (cλ)x

A(cx)=λ(cx)

ισοδύναµα, το x είναι ιδιοδιάνυσµα του cA το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή cλ,

και η λ είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα το cx.
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Παράδειγµα 1
Για το µητρώο, στη 1η διαφάνεια,

A=
(
2 3

0 1

)
διαµορφώνοντας την εξίσωση det(A−λI)= 0 υπολογίζουµε

det(A−λI)=
∣∣∣∣2−λ 3

0 1−λ
∣∣∣∣= (2−λ)(1−λ)=λ2 −3λ+2,

εποµένως οι λύσεις της

det(A−λI)= 0

ισοδύναµα οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = 1 και λ2 = 2. Για τα ιδιοδιανύσµατα

διαµορφώνουµε τα συστήµατα

(A−λI)x= 0⇔
(
2−λ 3

0 1−λ
)(

x1

x2

)
=

(
0

0

)
για λ= 1,2. ΄Ετσι επιλύουµε
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λ= 1,

(
1 3

0 0

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
⇔

(
x1 +3x2

0

)
=

(
0

0

)
x1 =−3s, x2 = s

λ= 2,

(
0 3

0 −1

)(
x1

x2

)
=

(
0

0

)
⇔

(
3x2

−x2

)
=

(
0

0

)
x1 = t , x2 = 0

όπου s, t ∈R. Για s = t = 1 ϐρίσκουµε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

x1 =
(−3

1

)
, x2 =

(
1

0

)
.

Παρατήρηση 1

Για ένα n×n µητρώο A η det(A−λI) είναι ένα πολυώνυµο του λ ϐαθµού n µε

µεγιστοβάθµιο όρο τον (−1)nλn. Από τις ιδιότητες της ορίζουσας έχουµε

det(λI−A)= (−1)ndet(A−λI)

= (−1)n[(−1)nλn +cn−1λ
n−1 · · · ]

=λn +c
′
n−1λ

n−1 +·· ·
(3)
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Ορισµός 2

Για το n×n µητρώο A ορίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο (characteristic

polynomial) του A µε τη σχέση

pA(λ)= det(λI−A). (4)

Πολλές ϕορές γράφουµε απλά p(λ) για το χαρακτηριστικό πολυώνυµο.

Η επιλογή να ορίζεται ως χαρακτηριστικό πολυώνυµο η έκφραση det(λI −A)
και όχι η det(A−λI) γίνεται ώστε ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου του

πολυωνύµου να είναι το 1.

Πόρισµα 1

Αν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο οι ιδιοτιµές του A είναι οι ϱίζες του

χαρακτηριστικού πολυωνύµου, ισοδύναµα οι ϱίζες της χαρακτηριστικής

εξίσωσης

pA(λ)= det(λI−A)= 0. (5)
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Παράδειγµα 2
Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα για το µητρώο

A=
3 0 1

0 3 4

0 0 4

 .

∆ιαµορφώνοντας την χαρακτηριστική εξίσωση υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό

πολυώνυµο

pA(λ)= det

λ−3 0 −1

0 λ−3 −4

0 0 λ−4

= (λ−3)

∣∣∣∣λ−3 −4

0 λ−4

∣∣∣∣= (λ−3)2(λ−4),

κατά συνέπεια οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = λ2 = 3 και λ3 = 4. Στη συνέχεια

ϐρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα του A. Για λ= 3 έχουµε

(3I−A)x=
0 0 −1

0 0 −4

0 0 −1

x1

x2

x3

=
 −x3

−4x3

−x3

=
0

0

0

⇔ x=
r

s

0


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όπου r , s ∈R, ενώ για λ= 4 ϐρίσκουµε

(4I−A)x=
1 0 −1

0 1 −4

0 0 0

x1

x2

x3

=
 x1 − x3

x2 −4x3

0

=
0

0

0

⇔ x=
 t

4t

t

 ,

όπου t ∈ R. Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή λ = 3 είναι της

µορφής

x= r

1

0

0

+ s

0

1

0

 ,

ισοδύναµα ο µηδενόχωρος του 3I−A έχει διάσταση δύο (γιατί;). ΄Ετσι µπορούµε

να πάρουµε ως ιδιοδιανύσµατα, που αντιστοιχούν στις λ1 = 3, λ2 = 3 και λ3 = 4,

τα

x1 =
1

0

0

 , x2 =
0

1

0

 , x3 =
1

4

1

 ,

επιλέγοντας, αντίστοιχα, (r = 1 και s = 0), (r = 0 και s = 1), και (t = 1).
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Τα ιδιοδιανύσµατα x1,x2,x3 στο Παράδειγµα (2) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, κατά

συνέπεια αποτελούν µια ϐάση για τον R3.

2. Ιδιόχωροι

Ορισµός 3

Εάν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο και λ είναι µια ιδιοτιµή του A, ο

µηδενόχωρος null(λI−A) λέγεται ιδιόχωρος (eigenspace) του A που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Η διάσταση του ιδιόχωρου null(λI−A) λέγεται

γεωµετρική πολλαπλότητα (geometric multiplicity) της ιδιοτιµής λ.

Παρατήρηση 2

Για ένα πολυώνυµο p ϐαθµού n µε πραγµατικούς ή µιγαδικούς συντελεστές µε

ϱίζες ρ1,ρ2, . . . ,ρm, ξένες µεταξύ τους, µε m ≤ n, υπάρχουν ϑετικοί ακέραιοι

k1,k2, . . . ,km ώστε

p(x)= a(x −ρ1)
k1(x −ρ2)

k2 · · ·(x −ρm)
km , k1 + k2 +·· ·+ km = n.

Ο ϑετικός ακέραιος kj λέγεται αλγεβρική πολλαπλότητα (algebraic multiplicity)

της ϱίζας ρ j , j = 1,2, . . . ,m.
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Παράδειγµα 3
Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι του µητρώου

A=
3 1 0

0 3 4

0 0 4

 .

• Χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A:

pA(λ)=
∣∣∣∣∣∣
λ−3 −1 0

0 λ−3 −4

0 0 λ−4

∣∣∣∣∣∣= (λ−3)

∣∣∣∣λ−3 −4

0 λ−4

∣∣∣∣= (λ−3)2(λ−4).

• Ιδιοτιµές του A: λ1 = 3 µε αλγεβρική πολλαπλότητα δύο και λ2 = 4 µε αλγεβρική

πολλαπλότητα ένα.

• Ιδιοδιανύσµατα του A: Για λ= 3 έχουµε

(3I−A)x=
0 −1 0

0 0 −4

0 0 −1

x1

x2

x3

=
 −x2

−4x3

−x3

=
0

0

0

⇔ x=
s

0

0

 (6)

όπου s ∈R.
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Για λ= 4 ϐρίσκουµε

(4I−A)x=
1 −1 0

0 1 −4

0 0 0

x1

x2

x3

=
 x1 − x2

x2 −4x3

0

=
0

0

0

⇔ x=
4t

4t

t

 , (7)

όπου t ∈R. ΄Ετσι ο ιδιόχωρος για την ιδιοτιµή λ= 3 είναι ο

E1 = span

{1

0

0

}
, (8)

ισοδύναµα η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ = 3 είναι ένα, και ο ιδιό-

χωρος για την λ= 4 είναι ο

E2 = span

{4

4

1

}
(9)

κατά συνέπεια η γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ2 = 4 είναι επίσης ένα.
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3. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο
Για το µητρώο

A=
(
a11 a12

a21 a22

)
υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

pA(λ)= det(λI−A)

= det

(
λ−a11 −a12

−a21 λ−a22

)
=λ2 − (a11 +a22)λ+a11a22 −a12a21

και παρατηρούµε τα εξής:

1 Ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου-δευτεροβάθµιου όρου λ2 είναι η

µονάδα, όπως έχουµε ήδη συζητήσει.

2 Ο συντελεστής του πρωτοβάθµιου όρου λ είναι το άθροισµα των στοιχείων

της κυρίας διαγωνίου του A επί −1, ισοδύναµα το −ίχνος του A, −trA.

3 Ο σταθερός όρος είναι η ορίζουσα του A, detA, αποτέλεσµα το οποίο

προκύπτει, εξάλλου, και από τον ορισµό του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

pA(0)= det(O−A)= det(−A)= (−1)2detA= detA. (10)
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Εποµένως µπορούµε να γράψουµε

pA(λ)=λ2 − (trA)λ+detA (11)

Επιπλέον αν λ1 και λ2 είναι οι ιδιοτιµές του A, από το Πόρισµα 1 έπεται ότι

pA(λ)= (λ−λ1)(λ−λ2)=λ2 − (λ1 +λ2)λ+λ1λ2 (12)

Συµπέρασµα. Συγκρίνοντας τις (11) και (12) ϐλέπουµε ότι

trA=λ1 +λ2, (13)

detA=λ1λ2. (14)

Τα αποτελέσµατα αυτά γενικεύονται για µητρώα µεγαλύτερου µεγέθους.
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Θεώρηµα 2

΄Εστω A ένα n×n µητρώο και έστω

pA(λ)=λn +cn−1λ
n−1 +·· ·+c1λ+c0

το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A. Εάν λ1,λ2, . . . ,λn είναι οι, όχι αναγκαστικά

ξένες µεταξύ τους, ιδιοτιµές του A, τότε

cn−1 =−trA=−(λ1 +λ2 +·· ·+λn). (15)

c0 = (−1)ndetA= (−1)nλ1λ2 · · ·λn. (16)

Μια άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος αυτού είναι το

Θεώρηµα 3

Το n×n µητρώο A είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν το µηδέν δεν είναι ιδιοτιµή

του.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆12 Ιδιοτιµές – Ιδιοδιανύσµατα & ∆ιαγωνοποίηση 17/XII/2024 15 / 1

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



4. Το θεώρηµα Cayley-Hamilton
Εάν A είναι ένα n× n µητρώο και pA(λ) = λn + cn−1λ

n−1 + ·· · + c1λ+ c0 το

χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A, µας ενδιαφέρει το ιδιαίτερο µητρώο

pA(A)=A
n +cn−1A

n−1 +·· ·+c1A+c0I.

Ας υπολογίσουµε αυτό το µητρώο για ένα τυπικό 2×2 A. Στη περίπτωση αυτή το

χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το pA(λ)=λ2 − (trA)λ+detA, εποµένως

pA(A)=
(
a b

c d

)2

− (a+d)

(
a b

c d

)
+ (ad −bc)

(
1 0

0 1

)
=

(
a

2 +bc ab+bd

ac+cd bc+d
2

)
−

(
a

2 +ad ab+bd

ac+cd ad +d
2

)
+

(
ad −bc 0

0 ad −bc

)
=

(
0 0

0 0

)
.

Το αποτέλεσµα δεν είναι τυχαίο, και µάλιστα ισχύει για κάθε τετραγωνικό µητρώο

οποιουδήποτε µεγέθους και αυτό εκφράζει το διάσηµο ϑεώρηµα των Cayley και

Hamilton.
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Θεώρηµα 4 (Cayley-Hamilton)

Κάθε τετραγωνικό µητρώο µηδενίζει το χαρακτηριστικό του πολυώνυµο, δηλαδή

αν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο και pA(λ) είναι το χαρακτηριστικό του

πολυώνυµο, τότε το µητρώο pA(A) είναι το µηδενικό.

Μια από τις συνέπειες του ϑεωρήµατος είναι ότι δυνάµεις ενός µητρώου µπο-

ϱούν να εκφρασθούν ως γραµµικοί συνδυασµοί διαδοχικών δυνάµεων του ίδιου

µητρώου.

Πόρισµα 2

Εάν pA(λ)=λn +cn−1λ
n−1 +·· ·+c1λ+c0 είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

ενός n×n µητρώου A, τότε

1 A
n =−cn−1A

n−1 −·· ·−c1A−c0I.

2 A
k+n =−cn−1A

k+n−1 −·· ·−c1A
k+1 −c0A

k
, για κάθε ϕυσικό αριθµό k.

3 Εάν το A είναι αντιστρέψιµο, τότε

A
−1 =− 1

c0

(
A

n−1 +cn−1A
n−2 +·· ·+c1I

)
. (17)
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5. ∆ιαγωνοποιήσιµα µητρώα
Ας υποθέσουµε ότι το 3×3 µητρώο A έχει τρία γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύ-

σµατα x1,x2,x3 τα οποία αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1,λ2,λ3, τότε οι επιµέρους

σχέσεις Axk =λkxk , µε k = 1,2,3, συµπτύσονται στην(
Ax1 Ax2 Ax3

)= (
λ1x1 λ2x2 λ3x3

)⇔
A

(
x1 x2 x3

)= (
x1 x2 x3

)λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


έτσι γράφοντας Λ για το διαγώνιο µητρώο µε τις ιδιοτιµές λ1,λ2,λ3 στη διαγώνιο

και X για το µητρώο µε στήλες τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα x1,x2,x3 έχουµε

AX = XΛ⇒A= XΛX
−1, (18)

αφού οι στήλες του X είναι γραµµικά ανεξάρτητες. ΄Ενα από τα πλεονεκτήµατα

της δυνατότητας γραφής του µητρώου όπως στην (18) είναι ο υπολογισµός δυ-

νάµεων του A. Πράγµατι

A
2 = (XΛX

−1)2 = (XΛX
−1)(XΛX

−1)= XΛ2
X
−1
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και επαγωγικά

A
n = XΛn

X
−1 = X

λn

1
0 0

0 λn

2
0

0 0 λn

3

X
−1,

κατά συνέπεια ο υπολογισµός δυνάµεων του A προκύπτει µε απλή παρατήρηση.

Ορισµός 4

΄Ενα τετραγωνικό µητρώο A λέγεται διαγωνοποιήσιµο (diagonalizable) εάν

υπάρχουν διαγώνιο µητρώο D και αντιστρέψιµο µητρώο M, ιδίου µεγέθους µε

το A, ώστε

A=MDM
−1. (19)

Αν ένα τετραγωνικό µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο, από την (19) έπεται ότι

AM =MD

όπου D = diag
(
d1 d2 . . . dn

)
και M = (

ξ1 ξ2 . . . ξn

)
µε

Aξk = dkξk , k = 1,2, . . . ,n,

κατά συνέπεια η ιδιότητα της διαγωνοποιησιµότητας µητρώου σχετίζεται άµεσα

µε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του µητρώου.
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Θεώρηµα 5

Εάν το n×n µητρώο A έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, τότε είναι

διαγωνοποιήσιµο. Συγκεκριµένα αν Λ είναι το διαγώνιο µητρώο µε τις ιδιοτιµές

λ1,λ2, . . . ,λn στην κύρια διαγώνιο και X είναι το µητρώο µε στήλες τα αντίστοιχα

γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα x1,x2, . . . ,xn, τότε

A= XΛX
−1. (20)

Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν το n×n µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο,

τότε έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.

Απόδειξη
Αν το µητρώο A έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, τότε η (20) είναι

η γενίκευση του αποτελέσµατος στην αρχή της παραγράφου. Αν το A είναι

διαγωνοποιήσιµο και A = MDM
−1 µε D διαγώνιο, τότε AM = MD, κατά συνέπεια

οι γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του M είναι ιδιοδιανύσµατα του A µε αντίστοιχες

ιδιοτιµές τα αντίστοιχα διαγώνια στοιχεία του D. ■
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Παράδειγµα 4
Στο Παράδειγµα (3) δείξαµε ότι το µητρώο

A=
3 0 1

0 3 4

0 0 4


έχει ιδιοτιµές λ1 =λ2 = 3 και λ3 = 4, µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα

x1 =
1

0

0

 , x2 =
0

1

0

 , x3 =
1

4

1

 ,

΄Ετσι 3 0 1

0 3 4

0 0 4

1 0 1

0 1 4

0 0 1

=
1 0 1

0 1 4

0 0 1

3 0 0

0 3 0

0 0 4


κατά συνέπεια, δεδοµένου ότι τα ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα3 0 1

0 3 4

0 0 4

=
1 0 1

0 1 4

0 0 1

3 0 0

0 3 0

0 0 4

1 0 1

0 1 4

0 0 1

−1

.
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Το ϕυσιολογικό ερώτηµα που εγείρεται είναι πότε τα ιδιοδιανύσµατα ενός µη-

τρώου είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Θεώρηµα 6

Ιδιοδιανύσµατα ενός µητρώου τα οποία αντιστοιχούν σε ξένες µεταξύ τους

ιδιοτιµές είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Συνδυάζοντας το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 6 µε εκείνο του Θεωρήµατος 5

έχουµε τελικά το

Θεώρηµα 7

Το n×n µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο αν και µόνο αν η αλγεβρική

πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής είναι ίση µε τη γεωµετρική πολλαπλότητα της

ιδιοτιµής. Ειδικά αν η αλγεβρική πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής είναι ίση µε ένα,

δηλαδή οι ιδιοτιµές είναι ξένες µεταξύ τους, τότε το µητρώο είναι

διαγωνοποιήσιµο.
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Παράδειγµα 5
Εξετάστε αν το µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο, όπου

A=
(
2 −1

1 4

)
.

Είναι

pA(λ)=
∣∣∣∣λ−2 1

−1 λ−4

∣∣∣∣= (λ−2)(λ−4)+1= (λ−3)2,

εποµένως το A έχει µία ιδιοτιµή µε αλγεβρική πολλαπλότητα δύο. Για τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα επιλύουµε το σύστηµα

(3I−A)x= 0⇔
(

1 1

−1 −1

)(
x1

x2

)
=

(
x1 + x2

−x1 − x2

)
=

(
0

0

)
⇔ x1 =−x2,

έτσι ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ= 1 είναι

E = span

{(
1

−1

)}
,

έχει δηλαδή διάσταση ένα, ισοδύναµα γεωµετρική πολλαπλότητα του λ< αλγε-

ϐρική πολλαπλότητα του λ, συνεπώς το A δεν διαγωνοποιείται.
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6. Ορθογώνια διαγωνοποίηση
Ας υποθέσουµε ότι ένα τετραγωνικό µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο και το

µητρώο που υλοποιεί την διαγωνοποίηση είναι ορθογώνιο ισχύει δηλαδή ότι

A= PDP
−1 = PDP

T,

όπου το D είναι διαγώνιο. Στόχος µας είναι να προσδιορίσουµε αυτού του τύπου

τα µητρώα.

Ορισµός 5

΄Ενα τετραγωνικό µητρώο A λέγεται ορθογώνια διαγωνοποιήσιµο (orthogonally

diagonalizable) εάν υπάρχουν διαγώνιο µητρώο D και ορθογώνιο µητώο Q,

ώστε

A=QDQ
T. (21)

Θεώρηµα 8

Εάν A είναι ένα ορθογώνια διαγωνοποιήσιµο µητρώο, τότε το A είναι

συµµετρικό.
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Στην παράγραφο αυτή αποδεικνύουµε ότι αν το A είναι πραγµατικό τότε ισχύει

και το αντίστροφο, δηλαδή ένα συµµετρικό, πραγµατικό µητρώο είναι ορθογώνια

διαγωνοποιήσιµο.

΄Ενα πολυώνυµο µε πραγµατικούς συντελεστές κάλιστα µπορεί να έχει µιγαδικές

ϱίζες, κατά συνέπεια ένα πραγµατικό µητρώο µπορεί να έχει µιγαδικές ιδιοτιµές,

εποµένως και µιγαδικά ιδιοδιανύσµατα. Αντιµετωπίζοντας µιγαδικές ποσότητες

και προκειµένου η ευκλείδια νόρµα να παράγεται από εσωτερικό εργαζόµαστε

στο Cn µε εσωτερικό γινόµενο

〈u,v〉 = uTv=
n∑

i=1

uivi ,

Θυµίζουµε ότι ένας αριθµός a είναι πραγµατικός αν και µόνο αν είναι ίσος µε

τον συζυγή του a. Αν A= (
aij

)
είναι ένα συµµετρικό, πραγµατικό µητρώο, τότε

A= (
aij

)= (
aij

)=A

και

〈Au,v〉 = (Au)Tv= uT
A

Tv= uT
Av= uT

Av= uT
Av= 〈u,Av〉 (22)
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Θεώρηµα 9

Εάν το A είναι ένα συµµετρικό, πραγµατικό µητρώο, τότε

1 ΄Ολες οι ιδιοτιµές του είναι πραγµατικοί αριθµοί.

2 Σε κάθε ιδιοτιµή του αντιστοιχεί ένα πραγµατικό ιδιοδιάνυσµα.

3 Ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε ξένες µεταξύ τους ιδιοτιµές του A

είναι ορθογώνια µεταξύ τους.

Ισοδύναµη διατύπωση του αποτέλεσµατος (3) του Θεωρήµατος: Εάν λi ̸= λj

είναι ιδιοτιµές ενός συµµετρικού, πραγµατικού µητρώου A, τότε οι αντίστοιχοι

ιδιόχωροι είναι ορθογώνιοι µεταξύ τους, ισοδύναµα

null(λi I−A)⊥ null(λj I−A), λi ̸=λj . (23)

Θεώρηµα 10

΄Εστω A ένα συµµετρικό, πραγµατικό µητρώο, και έστω x ένα ιδιοδιάνυσµα του

A. Εάν v είναι ένα διάνυσµα ορθογώνιο στο x, τότε και το Av είναι ορθογώνιο

στο x.
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Θεώρηµα 11 (το Φασµατικό Θεώρηµα)

΄Ενα πραγµατικό n×n µητρώο είναι ορθογώνια διαγωνοποιήσιµο αν και µόνο αν

είναι συµµετρικό.

Εάν το A είναι ένα n×n συµµετρικό, πραγµατικό µητρώο, τότε υπάρχουν ορθο-

γώνιο µητρώο Q και διαγώνιο µητρώο D ώστε A=QDQ
T, ισοδύναµα AQ =QD,

A

(
u1 u2 · · · un

)= (
u1 u2 · · · un

)


d1 0 · · · 0

0 d2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · dn


(
Au1 Au2 · · · Aun

)= (
d1u1 d2u2 · · · dnun

)
κατά συνέπεια

Auj = djuj , j = 1,2, . . . ,n. (24)

Συνεπώς κάθε πραγµατικό συµµετρικό n× n µητρώο έχει n ορθογώνια µεταξύ

τους ιδιοδιανύσµατα, ισοδύναµα παράγει µια ορθοκανονική ϐάση στον Rn.
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Παρόµοια από την αρχική σχέση A=QDQ
T παίρνουµε

A= (
u1 u2 · · · un

)


d1 0 · · · 0

0 d2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · dn



uT

1

uT
2

...

uT
n

= (
d1u1 d2u2 · · · dnun

)

uT

1

uT
2

...

uT
n


ισοδύναµα

A= d1u1u
T
1 +d2u2u

T
2 +·· ·+dnun

uT
n

(25)

Κάθε υπόχωρος span{uj} είναι µια ευθεία δια του 0, ένας άξονας, και κάθε

µητρώο u
j
uT

j
είναι το µητρώο προβολής του Rn επί του υπόχωρου span{uj}.

Συνεπώς η (25) εκφράζει το µητρώο A ως γραµµικό συνδυασµό προβολών επί

n το πλήθος ορθογώνιων αξόνων στον Rn µε ϐάρη τις ιδιοτιµές του A. ΄Ετσι αν

x ∈Rn ϐρίσκουµε

Ax= d1u1u
T
1x+d2u2u

T
2x+·· ·+dnun

uT
n
x

= d1proju1
x+d2proju2

x+·· ·+dnprojun
x,

αφού uT
j
u

j
= 1. Η σχέση (25) λέγεται φασµατική διάσπαση (spectral decompo-

sition) του A και αποκαλύπτει τη δράση του A επί κάθε διανύσµατος x ∈Rn.
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Παράδειγµα 6
Το µητρώο

A=
4 2 2

2 4 2

2 2 4


είναι συµµετρικό, εποµένως υπάρχει ορθογώνιο µητρώο Q που το διαγωνοποιεί.

Στις διαφάνειες 33 – 35 δείχνουµε ότι οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = λ2 = 2, και

λ3 = 8. Μια ϐάση για τον ιδιόχωρο που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ= 2 αποτελείται

από τα ιδιοδιανύσµατα

u1 =
−1

1

0

 , u2 =
−1

0

1


ενώ ο ιδιόχωρος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ= 8 παράγεται από το

u3 =
1

1

1

 .
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Ενώ το u3 είναι ορθογώνιο στα u1 και u2 τα δύο τελευταία δεν είναι ορθογώνια

µεταξύ τους. Με τη διαδικασία ορθοκανονικοποίησης ϐρίσκουµε

v1 = 1

∥u1∥
u1 = 1p

2

−1

1

0


και

u2 ·v1 = 1p
2

, w= u2 − (u2 ·v1)v1 = 1

2

−1

−1

2

 , ∥w∥ =
√

3

2

οπότε

v2 = 1

∥w∥w= 1p
6

−1

−1

2

 .

Αν

v3 = 1p
3

1

1

1


η ϐάση {v1,v2,v3} είναι ορθοκανονική.
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Κατά συνέπεια το Ϲητούµενο µητρώο είναι το Q = (
v1 v2 v3

)
. ΄Ετσι όπως εύκολα

επαληθεύεται

A=QΛQ
T,

ή

A=

−1/
p

2 −1/
p

6 1/
p

3

1/
p

2 −1/
p

6 1/
p

3

0 2/
p

6 1/
p

3


2 0 0

0 2 0

0 0 8


−1/

p
2 1/

p
2 0

−1/
p

6 −1/
p

6 2/
p

6

1/
p

3 1/
p

3 1/
p

3

 .
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7.΄Οµοια µητρώα

Ορισµός 6

Εάν A και B είναι τετραγωνικά µητρώα ϑα λέµε ότι το A είναι όµοιο (similar) µε το

B εάν υπάρχει αντιστρέψιµο µητρώο M ώστε A=MBM
−1. Αν το A είναι όµοιο

µε το B γράφουµε A∼ B.

Υπό αυτή την έννοια, ένα τετραγωνικό µητρώο είναι διαγωνοποιήσιµο αν και µόνο

αν είναι όµοιο µε ένα διαγώνιο µητρώο. Παρατηρούµε ότι

1 A∼A, αφού A= IAI
−1.

2 Αν A∼ B, τότε B ∼A, πράγµατι αν A=MBM
−1, τότε

B =M
−1

AM =NAN
−1, (N =M

−1).

3 Αν A∼ B και B ∼C, τότε A∼ B, πράγµατι

A=MBM
−1

B =NCN
−1

}
⇒A=M(NCN

−1)M−1 = (MN)C(MN)−1.

Θεώρηµα 12

Εάν τα µητρώα A και B είναι όµοια, τότε έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.
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Σχετικά µε το Παράδειγµα 6:

Για το µητρώο

A=
4 2 2

2 4 2

2 2 4


το χαρακτηριστικό πολυώνυµό του είναι

det(λI−A)=
∣∣∣∣∣∣
λ−4 −2 −2

−2 λ−4 −2

−2 −2 λ−4

∣∣∣∣∣∣
= (λ−4)

∣∣∣∣λ−4 −2

−2 λ−4

∣∣∣∣+2

∣∣∣∣−2 −2

−2 λ−4

∣∣∣∣−2

∣∣∣∣−2 λ−4

−2 −2

∣∣∣∣
= (λ−4)[(λ−4)2 −4]+4[−2(λ−4)−4]

= (λ−4)(λ−6)(λ−2)−8(λ−2)= ·· · = (λ−2)2(λ−8).

Ιδιοτιµές. Είναι οι λ= 2, µε αλγεβρική πολλαπλότητα δύο, και λ= 8 µε αλγεβρική

πολλαπλότητα ένα.
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Ιδιόχωροι. Για λ= 2 επιλύουµε το σύστηµα−2 −2 −2

−2 −2 −2

−2 −2 −2

ξ1

ξ2

ξ3

=
0

0

0

⇔ ξ1 +ξ2 +ξ3 = 0,

εποµένως ως ιδιοδιάνυσµα παίρνουµε το

x=
−ξ2 −ξ3

ξ2

ξ3

=
−ξ2

ξ2

0

+
−ξ3

0

ξ3

= ξ2

−1

1

0

+ξ3

−1

0

1

 .

Τα δύο διανύσµατα που συνθέτουν το x

u1 =
−1

1

0

 , u2 =
−1

0

1


ως γραµµικά ανεξάρτητα αποτελούν µια ϐάση για τον ιδιόχωρο που αντιστοιχεί

στην ιδιοτιµή λ= 2, συνεπώς αλγεβρική πολλαπλότητα δύο.
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Για λ= 8 επιλύουµε το σύστηµα 4 −2 −2

−2 4 −2

−2 −2 4

ξ1

ξ2

ξ3

=
0

0

0

⇔ ξ1 = ξ2 = ξ3,

παρατηρώντας ότι το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής του µητρώου είναι

ίσο µε το µηδέν, εποµένως ως ιδιοδιάνυσµα παίρνουµε το

u3 =
1

1

1


το οποίο σύµφωνα µε το Θεώρηµα 9 είναι ορθογώνιο στα u1 και u2. ΄Ετσι ϑα

έχουµε

A= (
u1 u2 u3

)
diag

(
2 2 8

)(
u1 u2 u3

)−1

A=
−1 −1 1

1 0 1

0 1 1

2 0 0

0 2 0

0 0 8

−1 −1 1

1 0 1

0 1 1

−1

.
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