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Η Ορίζουσα
΄Εχουµε αναφερθεί στην ορίζουσα 2×2 µητρώου. Γενικά η ορίζουσα είναι µία

συνάρτηση ορισµένη στο χώρο των τετραγωνικών µητρώωνMn,n(K) µε τιµές στο

K,

det :Mn,n(K)→K (K=R ή K=C).

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να ορισθεί η ορίζουσα. Επιλέγουµε έναν επαγω-

γικό ο οποίος την ίδια στιγµή δίνει και την αριθµητική τιµή της ορίζουσας.

1. Η 2×2 ορίζουσα

Ορισµός 1

Ορίζουµε την ορίζουσα (determinant) του µητρώου

A=
(
a b

c d

)
ως το ϐαθµωτό µέγεθος ad −bc και γράφουµε

detA= det

(
a b

c d

)
=

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣= ad −bc.
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Την ορίζουσα του A συµβολίζουµε και µε |A|.
Είδαµε ότι η ορίζουσα ενός 2×2 µητρώου A παίζει έναν ιδιαίτερο ϱόλο και δίνει

διάφορες πληροφορίες για το µητρώο. Για παράδειγµα, είδαµε ότι αν detA ̸= 0,

τότε υπάρχει το αντίστροφο µητρώο A
−1, επιπλέον

A
−1 = 1

detA

(
d −b

−c a

)
.

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η ορίζουσα ενός 2×2, αλλά και γενικότερα ενός n×n

µητρώου όπως ϑα δούµε, δίνει πληροφορία για

1 την αντιστρεψιµότητα του µητρώου, ισοδύναµα

2 την γραµµική ανεξαρτησία των στηλών του µητρώου, ισοδύναµα

3 την γραµµική ανεξαρτησία των γραµµών του µητρώου, ισοδύναµα

4 την τάξη του µητρώου.
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1.1. Ιδιότητες της ορίζουσας

ο1 Η ορίζουσα του ταυτοτικού µητρώου είναι ίση µε 1.

ο2 Η ορίζουσα µητρώου αλλάζει πρόσηµο εάν εναλλάξουµε τις γραµµές του

µητρώου. ∣∣∣∣c d

a b

∣∣∣∣= cb−da =−(ad −bc)=−
∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ .

ο3 Η ορίζουσα εξαρτάται γραµµικά από την πρώτη γραµµή του µητρώου.∣∣∣∣a+p b+q

c d

∣∣∣∣= (a+p)d − (b+q)c

= (ad −bc)+ (pd −qc)=
∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣p q

c d

∣∣∣∣
και ∣∣∣∣λa λb

c d

∣∣∣∣=λad −λbc =λ(ad −bc)=λ

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ .
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ο4 Η ορίζουσα µητρώου είναι ίση µε την ορίζουσα του ανάστροφου µητρώου.

Πράγµατι

A=
(
a b

c d

)
⇒ detA

T =
∣∣∣∣a c

b d

∣∣∣∣= ad −bc =
∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣= detA.

Παρατήρηση 1

Από τις ιδιότητες (ο2) και (ο3) έπεται ότι η ορίζουσα εξαρτάται γραµµικά από την

δεύτερη γραµµή του µητρώου, αφού∣∣∣∣ a b

c+p d +q

∣∣∣∣=−
∣∣∣∣c+p d +q

a b

∣∣∣∣ =−
(∣∣∣∣c d

a b

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣p q

a b

∣∣∣∣)= ∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a b

p q

∣∣∣∣
και ∣∣∣∣ a b

λc λd

∣∣∣∣=−
∣∣∣∣λc λd

a b

∣∣∣∣=−λ
∣∣∣∣c d

a b

∣∣∣∣=λ

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ .

Συνεπώς η ορίζουσα εξαρτάται γραµµικά από την πρώτη ή δεύτερη γραµµή του

µητρώου κρατώντας την άλλη γραµµή σταθερή.
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Παρατήρηση 2

Επίσης από την ιδιότητα (ο4) έπεται ότι οποιοδήποτε συµπέρασµα αφορά στις

γραµές µητρώου ισχύει και για τις στήλες. Για παράδειγµα εναλλάσοντας δύο

στήλες αλλάζει το πρόσηµο∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣= ∣∣∣∣a c

b d

∣∣∣∣=−
∣∣∣∣b d

a c

∣∣∣∣=−
∣∣∣∣b a

d c

∣∣∣∣ .

και όσον αφορά στη γραµµικότητα∣∣∣∣a+λp b

c+λq d

∣∣∣∣= ∣∣∣∣a+λp c+λq

b d

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a c

b d

∣∣∣∣+λ ∣∣∣∣p q

b d

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣+λ ∣∣∣∣p b

q d

∣∣∣∣ .
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΄Ενα 2×2 µητρώο A µπορούµε να το γράψουµε ως

A= (
c1 c2

)= (
rT
1

rT
2

)
,

όπου c1,c2 ειναι οι στήλες του A ως διανύσµατα, και r1, r2 οι γραµµές του A ως

διανύσµατα (στήλες). Σχετικά µε την Παρατήρηση 2 αν a, b και c είναι διανύσµατα

στο R2 και γράψουµε ra = aT, rb = bT, και rc = cT, τότε

det
(
a+λb c

)= det
(
a c

)+λdet(b c
)

(1)

det
(
a b+λc)= det

(
a b

)+λdet(a c
)
, (2)

det

(
ra +λrb

rc

)
= det

(
ra

rc

)
+λdet

(
rb

rc

)
(3)

det

(
ra

rb +λrc

)
= det

(
ra

rb

)
+λdet

(
ra

rc

)
, (4)

γεγονός που εκφράζει ότι η ορίζουσα είναι γραµµική ως προς κάθε στήλη ξεχω-

ϱιστά, ή ως προς κάθε γραµµή ξεχωριστά.
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Παρατήρηση 3

Αναρωτιόµαστε αν είναι σωστό, και προκύπτει από τις ιδιότητητες της ορίζουσας

που αναφέραµε, ότι det(A+B)= detA+detB. Ας το ελέγξουµε. Για

A=
(
a b

c d

)
,

και λ µια σταθερά, από τη γραµµικότητα της ορίζουσας ως προς κάθε γραµµή

ξεχωριστά, υπολογίζουµε

det(λA)=
∣∣∣∣λa λb

λc λd

∣∣∣∣=λ

∣∣∣∣ a b

λc λd

∣∣∣∣=λ2

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣=λ2detA. (5)

΄Ετσι για λ= 2 έχουµε

det(A+A)= det(2A)= 4detA ̸= 2detA= detA+detA,

κατά συνέπεια

det(A+B) ̸= detA+detB.
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Θεώρηµα 1 (Ιδιότητες της ορίζουσας)

΄Εστω A ένα 2×2 µητρώο.

Ο1 Η ορίζουσα του ταυτοτικού µητρώου είναι ίση µε 1.

Ο2 Εάν το µητρώο A
′

προκύπτει από το A µε εναλλαγή των γραµµών του, τότε

η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο, δηλαδή detA
′ =−detA.

Ο3 Η ορίζουσα µητρώου ως συνάρτηση είναι γραµµική ξεχωριστά ως προς

κάθε γραµµή κρατώντας την άλλη γραµµή σταθερή.

Ο4 Η ορίζουσα µητρώου είναι ίση µε την ορίζουσα του ανάστροφου µητρώου.

Ο5 Εάν οι δύο γραµµές του A είναι ίσες, τότε detA= 0.

Ο6 Εάν οι δύο γραµµές του A είναι γραµµικά εξαρτηµένες, τότε detA= 0.

Ο7 Εάν σε µια γραµµή του A προστεθεί το πολλαπλάσιο άλλης γραµµής, η

τιµή της ορίζουσας δεν αλλάζει.

Η αντίστοιχη εκδοχή για στήλη ή στήλες καθεµιάς από τις ιδιότητες (Ο2) – (Ο3)

και (Ο5) – (Ο7) ισχύει επίσης.
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Απόδειξη
(Ο1) – (Ο4) είναι οι (ο1) – (ο4).

(Ο5) Εάν οι γραµµές i και j του A, i ̸= j, είναι ίσες, τότε εναλλάσοντάς τες το

µητρώο παραµένει το ίδιο αλλά από την (Ο2) η ορίζουσα αλλάζει πρόσηµο, έτσι

ϑα έχουµε

detA=−detA ⇒ detA= 0.

(Ο6) Εάν η γραµµή j του A είναι πολλαπλάσιο της γραµµής i, i ̸= j, έστω rj = λri ,

και A
′ είναι το µητρώο A στο οποίο η j γραµµή έχει αντικατασταθεί από την i, τότε

το A
′ έχει δύο γραµµές ίσες, άρα detA

′ = 0. Επίσης από την (Ο3), παίρνουµε

detA=λdetA
′ = 0.

(Ο7) ΄Εστω A
′′ να είναι το µητρώο A στο οποίο η j γραµµή έχει αντικατασταθεί από

την rj +λri και έστω A
′ να είναι όπως στο (Ο6), τότε και πάλι από τη γραµµικότητα

της ορίζουζας ϐρίσκουµε

detA
′′ = detA+λdetA

′ = detA,

αφού detA
′ = 0, που είναι ό,τι ϑέλουµε να αποδείξουµε.

Συνέπεια της (Ο4) είναι ότι οτιδήποτε ισχύει για γραµµές ισχύει και για στήλες,

ειδικά η για στήλη εκδοχή της (Ο3) είναι οι (1) και (2). ■
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Παράδειγµα 1

Αν k ,λ,µ είναι πραγµατικές σταθερές και∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣= k

να ϐρεθούν, δίχως να εκτελεστούν πράξεις, οι τιµές των οριζουσών

αʹ

∣∣∣∣λc λd

λa λb

∣∣∣∣ βʹ

∣∣∣∣ a b

λa+µc λb+µd

∣∣∣∣ γʹ

∣∣∣∣a−λc b−λd

λa+c λb+d

∣∣∣∣
αʹ Από τις ιδιότητες της ορίζουσας υπολογίζουµε∣∣∣∣λc λd

λa λb

∣∣∣∣=λ

∣∣∣∣ c d

λa λb

∣∣∣∣ (από την (Ο3))

=λ2

∣∣∣∣c d

a b

∣∣∣∣ (από την (Ο3))

=λ2(−1)

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ (από την (Ο2))

=−λ2
k .
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Παράδειγµα 1 (συνέχεια)
β΄ ∣∣∣∣ a b

λa+µc λb+µd

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ a b

λa λb

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a b

µc µd

∣∣∣∣ (από την (Ο2))

=λ

∣∣∣∣a b

a b

∣∣∣∣+µ ∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ (από την (Ο2))

=λ0+µk (από την (Ο6))

=µk .

γ΄ ∣∣∣∣a−λc b−λd

λa+c λb+d

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ a b

λa+c λb+d

∣∣∣∣−λ ∣∣∣∣ c d

λa+c λb+d

∣∣∣∣
=λ

∣∣∣∣a b

a b

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣−λ2

∣∣∣∣c d

a b

∣∣∣∣−λ ∣∣∣∣c d

c d

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣+λ2

∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣
= (1+λ2)k .
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2. Η n×n ορίζουσα

Ορισµός 2

Αν A= (
aij

)
είναι ένα n×n µητρώο, µε Aij συµβολίζουµε το (n−1)× (n−1)

µητρώο το οποίο προκύπτει από το A διαγράφοντας την i γραµµή και την j στήλη.

Παράδειγµα 2
Αν

A=
2 −1 3

1 4 −2

0 −3 2


τότε

A11 =
(

4 −2

−3 2

)
, A13 =

(
1 4

0 −3

)
, A22 =

(
2 3

0 2

)
,

A23 =
(
2 −1

0 −3

)
, A31=

(−1 3

4 −2

)
, A32 =

(
2 3

1 −2

)
.
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Την ορίζουσα ενός n×n µητρώου A συµβολίζουµε και µε |A|, όπως ακριβώς και

στην περίπτωση 2×2, έτσι αν

A=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
... · · · ...

an1 an2 · · · ann

 , τότε detA= |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
... · · · ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ορισµός 3

Αν n ∈N ορίζουµε τη συνάρτηση det :Mn,n(K)→K ως

1 n= 1 και A= (
a11

)
, τότε

detA= a11.

2 n> 1 και A= (
aij

)
, τότε

detA= (−1)1+1
a11detA11 + (−1)1+2

a12detA12 +·· ·+ (−1)1+n
a1ndetA1n. (6)

Από τον ορισµό λοιπόν έπεται ότι
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1 Αν n= 2, οπότε A=
(
a11 a12

a21 a22

)
, από το (1) υπολογίζουµε

detA= (−1)1+1
a11det

(
a22

)+ (−1)1+2
a12det

(
a21

)= a11a22 −a12a21

δηλαδή στην περίπτωση n= 2 η συνάρτηση det συµφωνεί µε την ορίζουσα

τάξης δύο.

2 Αν n= 3, οπότε A=
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , υπολογίζουµε

detA= (−1)1+1
a11detA11 + (−1)1+2

a12detA12 + (−1)1+3
a13detA13

= a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ ,

και το τελικό αποτέλεσµα προκύπτει από την περίπτωση n = 2. Κατά συνέπεια η

έκφραση στην (6) γενικεύει την ορίζουσα τάξης δύο και µοιάζει να είναι ένας

λογικός ορισµός για την ορίζουσα κάθε τάξης. Θέλουµε η ορίζουσα να ικανο-

ποιεί τις ιδιότητες που ικανοποιεί η ορίζουσα τάξης δύο.
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Θεώρηµα 2

Η συνάρτηση det :Mn,n(K)→K στον Ορισµό 3 ικανοποιεί τις ιδιότητες

1 Αν I είναι το ταυτοτικό µητρώο, τότε det I = 1.

2 Η συνάρτηση det είναι γραµµική ως προς κάθε γραµµή ξεχωριστά.

3 Αν το µητρώο A
′

προκύπτει από το A µε εναλλαγή δύο γραµµών, τότε

detA
′ =−detA.

Επιπλέον η det είναι η µοναδική συνάρτηση Mn,n(K) 7→K η οποία

χαρακτηρίζεται από τις παραπάνω ιδιότητες.

΄Ασκηση 1

∆είξτε ότι η ιδιότητα (3) στο Θεώρηµα 2, δεδοµένης της (2), είναι, για την

ακρίβεια ισοδύναµη µε κάθε µια από τις (3a), (3b), (3c)

(3a) Αν το µητρώο A έχει δύο ίσες γραµµές, τότε detA= 0.

(3b) Αν rankA< n, τότε detA= 0.

(3c) Αν το µητρώο A
′ προκύπτει από το A προσθέτοντας το πολλαπλάσιο µιας

γραµµής σε άλλη γραµµή, τότε detA= detA
′.
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Στην ιδιότητα (2) εννοούµε ότι αν µε rj συµβολίσουµε την j-γραµµή του µητρώου

A, ως διάνυσµα γραµµή, ώστε A= (
r1 r2 . . . rn

)T
, τότε

det



r1

...

λr +µr
′

...

rn

=λdet



r1

...

r

...

rn

+µdet



r1

...

r
′
...

rn


Μια άµεση συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν µια γραµµή ενός µητρώου

περιέχει µόνο το µηδέν, τότε η ορίζουσα του µητρώου είναι ίση µε µηδέν. Πράγ-

µατι αν συµβολίσουµε µε 0 τη µηδενική γραµµή, τότε

det



r1

...

0

...

rn

= det



r1

...

r − r

...

rn

= det



r1

...

r

...

rn

−det



r1

...

r

...

rn

= 0.
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Θεώρηµα 3 (το ανάπτυγµα της ορίζουσας ως προς γραµµή)

Εάν A= (
aij

)
είναι ένα n×n µητρώο µε n≥ 2, τότε για 1≤ i ≤ n η ορίζουσα του A

δίνεται από τη σχέση

detA= (−1)i+1
ai1detAi1 + (−1)i+2

ai2detAi2 +·· ·+ (−1)i+n
aindetAin. (7)

Θεώρηµα 4 (το ανάπτυγµα της ορίζουσας ως προς στήλη)

Εάν A= (
aij

)
είναι ένα n×n µητρώο µε n≥ 2, τότε για 1≤ j ≤ n η ορίζουσα του A

δίνεται από τη σχέση

detA= (−1)1+j
a1j detA1j + (−1)2+j

a2j detA2j +·· ·+ (−1)n+j
anj detAnj . (8)

Ορισµός 4

Για το µητρώο A= (
aij

)
, τον όρο (−1)i+j detAij στο ανάπτυγµα της ορίζουσας

λέµε συµπαράγοντα (cofactor) του στοιχείου aij . Την έκφραση (7) λέµε

ανάπτυγµα σε συµπαράγοντες ως προς την i-γραµµή του A και εκείνη στην (8)

λέµε ανάπτυγµα ως προς την j-στήλη του A.
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Παράδειγµα 3

Να υπολογισθεί η ορίζουσα του µητρώου

A=


2 −1 3 1

1 0 2 −2

4 0 1 3

2 0 −1 3

 .

Επιλέγοντας λογικά την δεύτερη στήλη υπολογίζουµε

detA= (−1)1+2(−1)|A12|+ (−1)2+2
0|A22|+ (−1)3+2

0|A32|+ (−1)4+2
0|A42|

= detA12 = det

1 2 −2

4 1 3

2 −1 3


= (−1)1+1det

(
1 3

−1 3

)
+ (−1)1+2(2)det

(
4 3

2 3

)
+ (−1)1+3(−2)det

(
4 1

2 −1

)
= 6−2(6)−2(−6)= 6.
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Παράδειγµα 4

Να υπολογισθεί η ορίζουσα του µητρώου

A=


2 2 3 1

0 3 2 1

0 0 4 3

0 0 0 5

 .

Αναπτύσοντας ως προς την πρώτη στήλη υπολογίζουµε

detA= (−1)1+1(2)detA11

= 2det

3 2 1

0 4 3

0 0 5

= (2)(3)det

(
4 3

0 5

)
= (2)(3)(4)(5).

Κατά συνέπεια η ορίζουσα του άνω τριγωνικού µητρώου είναι ίση µε το

γινόµενο των στοιχείων της (κύριας) διαγωνίου.
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Πρόταση 1

Η ορίζουσα ενός άνω, ή κάτω τριγωνικού, ή διαγωνίου µητρώου είναι ίση µε το

γινόµενο των στοιχείων της διαγωνίου.

3. Ιδιότητες της ορίζουσας

Θεώρηµα 5

Εάν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο, τότε detA= detA
T
.

Θεώρηµα 6

Εάν A και B είναι n×n µητρώα, τότε det(AB)= (detA)(detB).

Πόρισµα 1

Εάν A είναι ένα n×n αντιστρέψιµο µητρώο τότε detA ̸= 0, επιπλέον

det(A−1)= 1

detA
.
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Παράδειγµα 5

Υπολογίζουµε την 2×2 ορίζουσα µε χρήση των ιδιοτήτων που την χαρακτηρίζουν

µοναδικά (Θεώρηµα 2) και τις ιδιότητες που απορρέουν από αυτές.

Αν

e1 =
(
1

0

)
και e2 =

(
0

1

)
,

τότε

det

(
a b

c d

)
= det

(
ae1 +ce2 be1 +de2

)
= adet

(
e1 be1 +de2

)+cdet
(
e2 be1 +de2

)
= abdet

(
e1 e1

)+ad det
(
e1 e2

)+cbdet
(
e2 e1

)+cd det
(
e2 e2

)
= ad det

(
e1 e2

)−bcdet
(
e1 e2

)
= ad det I−bcdet I

= ad −bc.
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΄Εστω Ax= b ένα τετραγωνικό σύστηµα, αν το µητρώο A είναι αντιστρέψιµο, τότε

η µοναδική λύση του συστήµατος δίνεται από x=A
−1b.

Θεώρηµα 7 (Ο κανόνας του Cramer)

΄Εστω A ένα n×n αντιστρέψιµο µητρώο και έστω x= (
x1 x2 · · · xn

)T
η λύση του

συστήµατος Ax= b. Για k = 1,2, . . . ,n συµβολίζουµε µε Ak το µητρώο που

προκύπτει από το A αν αντικαταστήσουµε την k-στήλη του µε το διάνυσµα b, τότε

οι λύση του συστήµατος δίνεται από τη σχέση

xk = detAk

detA
, k = 1,2, . . . ,n. (9)

Απόδειξη
Αν A = (

c1 c2 · · · cn

)
, συµβολίζουµε µε Xk το µητρώο που προκύπτει από το

ταυτοτικό µητρώο I αν αντικαταστήσουµε την k-στήλη του µε x, δηλαδή

Xk =
(
e1 · · · ek−1 x ek+1 · · · en

)
(10)

όπου ek , k = 1, . . . ,n είναι οι στήλες του I, τότε

AXk =
(
Ae1 · · · Aek−1 Ax Aek+1 · · · Aen

)
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ή

AXk =
(
c1 · · · ck−1 b ck+1 · · · cn

)=Ak .

΄Ετσι υπολογίζουµε

detAk = det(AXk)= (detA)(detXk) (11)

Από την (10) το τυπικό µητρώο Xk γράφεται ως

Xk =
(
e1 · · · ek−1 x1e1 +·· ·+ xkek +·· ·+ xnen︸ ︷︷ ︸

k-στήλη

ek+1 · · · en

)
(12)

οπότε από τη γραµµικότητα της ορίζουσας και τη γραµµική εξάρτηση των στηλών

του Xk υπολογίζουµε

detXk = xk det I = xk . (13)

Από τις (11), (13) έπεται η Ϲητούµενη σχέση. ■
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4. ΄Ενας τύπος για το αντίστροφο µητρώο
Στην περίπτωση ενός 2×2 αντιστρέψιµου µητρώου

A=
(
a11 a12

a21 a22

)
⇒ A

−1 = 1

detA

(
a22 −a12

−a21 a11

)
.

Αν µε
(
A
−1

)
ij

συµβολίζουµε το στοιχείο στην i-γραµµή και j-στήλη του A
−1, και µε

ψij = (−1)i+j detAij τον συµπαράγοντα του aij , τότε(
A
−1

)
11
= a22

detA
= (−1)1+1 detA11

detA
= ψ11

detA
,(

A
−1

)
12
= −a12

detA
= (−1)1+2 detA21

detA
= ψ21

detA
,(

A
−1

)
21
= −a21

detA
= (−1)2+1 detA12

detA
= ψ12

detA
,(

A
−1

)
22
= a11

detA
= (−1)2+2 detA22

detA
= ψ22

detA
.

΄Ετσι αν Ψ είναι το µητρώο των συµπαραγόντων, τότε

A
−1 = 1

detA
ΨT.
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Αποδεικνύεται ότι ο τύπος αυτός ισχύει και στη γενική n×n περίπτωση.

Θεώρηµα 8

Εάν A είναι ένα n×n αντιστρέψιµο µητρώο και Ψ είναι το µητρώο των

συµπαραγόντων, τότε

A
−1 = 1

detA
ΨT. (14)

5. Ο τύπος του Leibniz
΄Ενας διαφορετικός τρόπος υπολογισµού της ορίζουζας επιτυγχάνεται µε εργα-

λεία της Συνδυαστικής Ανάλυσης. Αναπτύσσοντας µια ορίζουσα, για παράδειγµα,

τάξης 3 ϐρίσκουµε∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣= a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣−a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
= a11a22a33 −a11a23a32 −a12a21a33 +a12a23a31 +a13a21a32 −a13a22a31

=
3!∑

k=1

(−1)nk a1σk(1)a2σk(2)a3σk(3),
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αφού κάθε όρος του αθροίσµατος είναι της µορφής a1ia2ja3k µε i, j,k ∈ {1,2,3}
όπου i ̸= j, i ̸= k , και j ̸= k σε όλους τους δυνατούς συνδυασµούς, όπου nk ∈ {1,2}
και σk είναι µετάθεση του {1,2,3}, k = 1,2, . . . ,6. Μια µετάθεση του {1, . . . ,n}
είναι µια ένα-προς-ένα αντιστοιχία σ : {1, . . . ,n} → {1, . . . ,n}. Οι µεταθέσεις αυ-

τές αποτελούν τη συµµετρική οµάδα Sn µε n! στοιχεία. Λέµε ότι οι τιµές της

ταυτοτικής µετάθεσης έχουν τη ϕυσική διάταξη. Λέµε ότι µια µια µετάθεση είναι

άρτια/περιττή αν οι τιµές της επανέρχονται στη ϕυσική διάταξη µε άρτιο/περιττό

πλήθος εναλλαγών. Για παράδειγµα η 312 είναι άρτια µετάθεση ενώ η 132 είναι

περιττή µετάθεση. Ορίζουµε το πρόσηµο µιας µετάθεσης σ, π(s), µε τη σχέση

π(σ)=+1, αν η σ είναι άρτια & π(σ)=−1, αν η σ είναι περιττή

Θεώρηµα 9

Εάν A είναι ένα n×n µητρώο και Sn είναι η οµάδα των µεταθέσεων του

{1, . . . ,n}, τότε η ορίζουσα του A είναι

detA= ∑
σ∈Sn

π(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n),

όπου π(σ) είναι το πρόσηµο της µετάθεσης σ.
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6. Το εξωτερικό γινόµενο
Αν {e1,e2,e3} είναι η κανονική ϐάση στον R3 µπορούµε να γράψουµε, όπως

συνηθίζεται στον Απειροστικό Λογισµό, ή στη Φυσική,

i= e1, j= e2, k= e3.

Ορισµός 5
Αν

u=
u1

u2

u3

 , v=
v1

v2

v3

 ,

είναι διανύσµατα στον R3, ορίζουµε το εξωτερικό γινόµενο των u και v, και το

συµβολίζουµε µε u×v, το διάνυσµα

u×v=
∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ i− ∣∣∣∣u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ j+ ∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣k. (15)

Από το ανάπτυγµα της ορίζουσας ϐλέπουµε αµέσως ότι µπορούµε να παραστή-

σουµε το εξωτερικό γινόµενο ως ορίζουσα στην ευκολοµνηµόνευτη µορφή
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u×v=
∣∣∣∣∣∣
i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ .

Το εξωτερικό γινόµενο το λέµε και σταυρωτό γινόµενο (cross product), ή διανυ-
σµατικό γινόµενο (vector product).

Παρατήρηση 4

Από την (15) και τις ιδιότητες της ορίζουσας έπεται αµέσως ότι

1 Αν τα u και v είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε u×v= 0.

2 u×v=−v×u.

3 u×0= 0.

Επίσης άµµεση συνέπεια του ορισµού των διανυσµάτων i, j και k και του εξωτερι-

κού γινοµένου είναι το αποτέλεσµα
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Πρόταση 2

Εάν, όπως ορίσαµε,

i=
1

0

0

 , j=
0

1

0

 , k=
0

0

1

 ,

τότε

i× j= k, j×k= i, k× i= j.

Πρόταση 3

Εάν u και v είναι διανύσµατα στον R3
, τότε

u×v⊥ u και u×v⊥ v,

δηλαδή το u×v είναι ορθογώνιο στο u και στο v, κατά συνέπεια είναι

ορθογώνιο στο επίπεδο που παράγεται από τα u και v οποτεδήποτε τα u και v
είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
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Απόδειξη.

∆είχνουµε ότι (u×v) ·u= 0. Πράγµατι από την (15) και τον ορισµό του

εσωτερικού γινοµένου υπολογίζουµε

(u×v) ·u=
∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣u1 −
∣∣∣∣u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣u2 +
∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣u3

=
∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ ,

από τον ορισµό της ορίζουσας, συνεπώς (u×v) ·u= 0 αφού η ορίζουσα έχει

δυο γραµµές ίσες. Η απόδειξη ότι (u×v) ·v= 0 είναι ανάλογη, ενώ από τη

γραµµικότητα του εσωτερικού γινοµένου έπεται ότι

(u×v) · (λu+µv)=λ(u×v) ·u+µ(u×v) ·v= 0

για κάθε λ ∈R και για κάθε µ ∈R.
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Εάν w ∈R3 παρατηρούµε ότι

(u×v) ·w=
∣∣∣∣∣∣
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣=−
∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

w1 w2 w3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
Ορισµός 6

Εάν u, v και w είναι διανύσµατα στον R3 το (u×v) ·w λέµε τριπλό γινόµενο
(triple product) των u, v και w, έτσι

(u×v) ·w=
∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣ .

Από τον ορισµό του τριπλού γινοµένου απορρέει αµέσως ότι τα διανύσµατα u,

v και w είναι γραµµικά εξαρτηµένα, ισοδύναµα είναι συνεπίπεδα, περιέχονται

δηλαδή στο ίδιο επίπεδο, αν και µόνο αν

(u×v) ·w= 0.
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΄Ασκηση 2

Το εξωτερικό γινόµενο προσδίδει στον R3 επιπλέον δοµή.

αʹ Εάν a, b, και c είναι διανύσµατα στον R3 δείξτε ότι

a× (b+c)= a×b+a×c, και (a+b)×c= a×c+b×c

ισχύει δηλαδή ο επιµεριστικός νόµος.

βʹ ∆είξτε ότι ο χώρος R3 εφοδιασµένος µε το εξωτερικό γινόµενο,

(R3,+, ·,×), είναι µια µη προσεταιριστική άλγεβρα, δηλαδή δεν ισχύει

πάντα η ισότητα

a× (b×c)= (a×b)×c.

γʹ ∆είξτε ότι ικανοποιείται η ταυτότητα του Jacobi

a× (b×c)+b× (c×a)+c× (a×b)= 0

για όλα τα διανύσµατα a, b, και c.
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7. ΄Ογκος και ορίζουσα
Αν τρία διανύσµατα δεν είναι συνεπίπεδα ορίζουν ένα παραλληλεπίπεδο στο R3.

Το ϐαθµωτό µέγεθος (u×v) ·w σχετίζεται µε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου.

Ας δούµε κάποιες απλές περιπτώσεις.

Αν u= e1, v= e2, w= e3, τότε

(u×v) ·w= |I| = 1

όπου I είναι το ταυτοτικό µητρώο, και το (u×v) ·w δίνει ακριβώς τον όγκο

του µοναδιαίου κύβου.

Αν λ,µ,ν είναι ϑετικές σταθερές και u=λe1, v=µe2, w= νe3, τότε

(u×v) ·w=
∣∣∣∣∣∣
λ 0 0

0 µ 0

0 0 ν

∣∣∣∣∣∣=λµν

που και πάλι είναι ο όγκος του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου που

ορίζουν τα τρία διανύσµατα.
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Πρόταση 4

Εάν u και v είναι διανύσµατα στον R3
, τότε

∥u×v∥2 = ∥u∥2∥v∥2 −〈u,v〉2, (16)

όπου 〈·, ·〉 είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο.

Απόδειξη.

Από την (15) υπολογίζουµε

∥u×v∥2 =
∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣2
= (u2v3 −u3v3)

2 + (u1v3 −u3v1)
2 + (u1u2 −u2v1)

2

= (u2
1 +u

2
2 +u

2
3)(v

2
1 +v

2
2 +v

2
3 )− (u1v1 +u2v2 +u3v3)

2

που είναι το Ϲητούµενο.
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Πόρισµα 2

Εάν u και v είναι διανύσµατα στον R3
, τότε

∥u×v∥ = ∥u∥∥v∥sinθ,

όπου θ είναι η γωνία µεταξύ των u και v, 0≤ θ ≤π.

Απόδειξη.

Από την (16) και τον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου υπολογίζουµε

∥u×v∥2 = ∥u∥2∥v∥2 −∥u∥2∥v∥2 cos2θ

= ∥u∥2∥v∥2 sin2θ,

απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο παίρνοντας τετραγωνικές ϱίζες αφού

sinθ ≥ 0.
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Παρατήρηση 5 (Εµβαδόν και εξωτερικό γινόµενο)

Εάν u και v είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα στον R3 και µε A(u,v)
συµβολίσουµε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε πλευρές τα u και v, τότε,

όπως ϐλέπουµε και στο Σχήµα

A(u,v)= ∥u×v∥. (17)

0

v

uθ

h h= ∥v∥sinθ
A= ∥u∥h

A= ∥u∥∥v∥sinθ

Σχήµα: Εµβαδόν ορθογωνίου
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Ορισµός 7

Θα λέµε ότι η τριάδα u-v-w διανυσµάτων του R3 αποτελεί ένα θετικά
προσανατολισµένο σύστηµα αν

det
(
u v w

)> 0.

Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα u-v-w έχει τον προσανατολισµό του τρισορθο-

γωνίου συστήµατος e1-e2-e3.
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Παρατήρηση 6

Αν τα διανύσµατα u και v είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε το σύστηµα u-v-u×v
είναι ϑετικά προσανατολισµένο.

Πράγµατι γράφοντας u×v= (
p1 p2 p3

)T
έχουµε

det
(
u v u×v

)=
∣∣∣∣∣∣
u1 v1 p1

u2 v2 p2

u3 v3 p3

∣∣∣∣∣∣
= p1

∣∣∣∣u2 v2

u3 v3

∣∣∣∣−p2

∣∣∣∣u1 v1

u3 v3

∣∣∣∣+p3

∣∣∣∣u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣u2 v2

u3 v3

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣u1 v1

u3 v3

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣2
από την (15).
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΄Εστω ότι το σύστηµα u-v-w είναι ϑετικά προσανατολισµένο. Αν φ είναι η γωνία

µεταξύ των w και u×v, ϐλέπε Σχήµα, τότε 0≤φ<π/2 (γιατί;).

0

v

u

w

u×v

φ

Σχήµα: Το παραλληλεπίπεδο που παράγεται από τα διανύσµατα u, v, και w
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Αν V(u,v,w) είναι ο όγκος του ϑετικά προσανατολισµένου στερεού, τότε

V(u,v,w)=A(u,v)∥w∥cosφ
= ∥u×v∥∥w∥cosφ
= (u×v) ·w
= det

(
u v w

)
.

Επειδή det
(
v u w

) = −det
(
u v w

)
, αν το σύστηµα u-v-w δεν είναι ϑετικά προ-

σανατολισµένο, τότε το v-u-w είναι ϑετικά προσανατολισµένο και V(u,v,w) =
V(v,u,w). ∆είξαµε λοιπόν το

Θεώρηµα 10

Αν u, v, w είναι διανύσµατα στον R3
, τότε ο όγκος V(u,v,w) του στερεού που

παράγεται από τα τρία αυτά διανύσµατα είναι

V(u,v,w)= |det(u v w
)|

ειδικά αν το σύστηµα u-v-w είναι ϑετικά προσανατολισµένο, τότε

V(u,v,w)= det
(
u v w

)
.
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