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1. Ορθογώνιο συµπλήρωµα

Ορισµός 1

Αν S είναι ένα υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου X µε εσωτερικό γινόµενο

〈·, ·〉 το σύνολο όλων των διανυσµάτων του X τα οποία είναι ορθογώνια σε κάθε

διάνυσµα του S λέγεται ορθογώνιο συµπλήρωµα (orthogonal complement) του

S και συµβολίζεται µε S
⊥, έτσι

S
⊥ = {x ∈ X : 〈x,s〉 = 0 για κάθε s ∈ S}.

Αν το S είναι υποσύνολο του X , x,y ∈ S
⊥, λ,µ ∈R και s ∈ S, τότε

〈λx+µy,s〉 = 〈λx,s〉+〈µy,s〉
=λ〈x,s〉+µ〈y,s〉 = 0

από τον ορισµό του S
⊥, κατά συνέπεια λx+µy ∈ S

⊥. ∆είξαµε λοιπόν ότι

Θεώρηµα 1

Αν το S είναι υποσύνολο του διανυσµατικού χώρου X µε εσωτερικό γινόµενο, το

ορθογώνιο συµπλήρωµα S
⊥

του S είναι υπόχωρος του X.
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Παράδειγµα 1

Η ευθεία µε εξίσωση y = x είναι ο υπόχωρος του R2

W =
{(

x

x

)
: x ∈R

}
.

Να ϐρεθεί ο υπόχωρος W
⊥.

WW
⊥

R2 =W ⊕W
⊥
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Παράδειγµα 1 (συνέχεια)

Αν
(
y z

)T ∈W
⊥, τότε (

x

x

)
·
(
y

z

)
= xy + xz = x(y + z)= 0

για κάθε x ∈R, εποµένως z =−y . Κατά συνέπεια, ως προς το σύνηθες

εσωτερικό γινόµενο, το ορθογώνιο συµπλήρωµα του W είναι το

W
⊥ =

{(
x

−x

)
: x ∈R

}
δηλαδή η ευθεία µε εξίσωση y =−x .

΄Ασκηση 1

Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα του υποσυνόλου του R2

S =
{(

x

x +1

)
: x ∈R

}
.
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Παρατήρηση 1

Σε σχέση µε το Παράδειγµα 7 παρατηρούµε ότι οι υπόχωροι W και W
⊥

αποτελούν ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων και(
x

y

)
= 1

2

(
x +y

x +y

)
+ 1

2

(
x −y

y − x

)
,

δηλαδή το τυχαίο διάνυσµα x ∈R2 γράφεται σαν το άθροισµα x=w+w′, όπου

w ∈W και w′ ∈W
⊥. Το αποτέλεσµα αυτό γενικεύεται.

Θεώρηµα 2

Αν το W είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου X πεπερασµένης

διάστασης, µε εσωτερικό γινόµενο, τότε X =W ⊕W
⊥

, δηλαδή ο X είναι το ευθύ

άθροισµα των W και W
⊥

.

Πόρισµα 1

Αν το W είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου X διάστασης n, µε

εσωτερικό γινόµενο, τότε dimW
⊥ = n−dimW.
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Πρόταση 1

Αν το W είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου X διάστασης n, µε

εσωτερικό γινόµενο, τότε (W⊥)⊥ =W.

Αναρωτιόµαστε αν ϑα µπορούσε να είναι διαφορετικό το συµπέρασµα αφού

X =W ⊕W
⊥

και X =W
⊥⊕ (W⊥)⊥,

ως συνέπεια του Θεωρήµατος 5.

Απόδειξη.

∆είχνουµε πρώτα ότι (W⊥)⊥ ⊆W . Αν x ∈ (W⊥)⊥, τότε ως στοιχείο του χώρου X

γράφεται ως x=w+ z, όπου w ∈W και z ∈W
⊥, ϐλέπε Θεώρηµα 9.4. ΄Ετσι

υπολογίζουµε

0= 〈x,z〉 = 〈w+ z,z〉 = 〈w,z〉+〈z,z〉 = ∥z∥2

αφού w⊥ z, συνεπώς, από τον ορισµό της νόρµας, παίρνουµε z= 0,

ισοδύναµα x=w ∈W , δηλαδή (W⊥)⊥ ⊆W . Αποµένει να δείξουµε ότι

W ⊆ (W⊥)⊥. Πράγµατι αν x ∈W , τότε 〈x,y〉 = 0 για κάθε y ∈W
⊥, εποµένως

x ∈ (W⊥)⊥, που είναι το Ϲητούµενο.
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Ερώτηµα: Αν X είναι διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και V ,W είναι

υπόχωροι του X τέτοιοι ώστε

X =V ⊕V
⊥, και X =V ⊕W ,

είναι αλήθεια ότι W =V
⊥;

Παράδειγµα 2 (ή αντιπαράδειγµα)

Στο R2 ϑέτουµε

L1 = span
{(

1

0

)}
, L2 = span

{(
0

1

)}
, L3 = span

{(
1

1

)}
.

Τότε L2 = L
⊥
1

(γιατί;), R2 = L1 ⊕ L2 και R2 = L1 ⊕ L3, αφού(
x

y

)
=

(
x

0

)
+

(
0

y

)
και

(
x

y

)
=

(
x −y

0

)
+

(
y

y

)
,

αλλά κάθε άλλο παρά L2 = L3.
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2. Ορθοκανονικά σύνολα

Ορισµός 2

Σε ένα διανυσµατικό χώρο µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και επαγόµενη νόρµα

∥ ·∥ ένα σύνολο διανυσµάτων S = {u1,u2, · · · ,un} λέγεται ορθοκανονικό
(orthonormal) αν

〈ui ,uj〉 = 0, αν i ̸= j, και ∥ui∥ = 1, i = 1,2, . . . ,n,

ισοδύναµα 〈ui ,uj〉 = δij , όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker.

Για παράδειγµα η κανονική ϐάση B = {e1,e2,e3} του R3, µε

e1 =
1

0

0

 , e2 =
0

1

0

 , e3 =
0

0

1

 ,

όπως εύκολα διαπιστώνεται, είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο ως προς το σύνη-

ϑες εσωτερικό γινόµενο.
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Αντίθετα η ϐάση B1 = {b1,b2,b3} του R3, µε

b1 =
1

0

0

 , b2 =
1

1

0

 , b3 =
1

1

1

 ,

δεν είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο ως προς το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο

αφού

b1 ·b2 = (1)(1)+ (0)(1)+ (0)(0)= 1 ̸= 0.

Μια ϐάση η οποία είναι ορθοκανονικό σύνολο ϑα λέγεται ορθοκανονική βάση.

Θεώρηµα 3

΄Εστω ότι X είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και

έστω ότι B = {w1,w2, · · · ,wn} είναι µία ορθοκανονική ϐάση για το X, τότε

x= 〈x,w1〉w1 +〈x,w2〉w2 +·· ·+〈x,wn〉wn

για κάθε x ∈ X.
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Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ X και έστω x= x1w1+x2w2+·· ·+xnwn, τότε αν k ∈ {1,2, . . . ,n}

〈x,wk〉 = 〈x1w1 + x2w2 +·· ·+ xnwn,wk〉
= x1〈w1,wk〉+ x2〈w2,wk〉+ · · ·+ xn〈wn,wk〉
= xk〈wk ,wk〉
= xk ,

συνέπεια της ορθοκανονικότητας, δηλαδή ο συντελεστής του wk στο ανάπτυγµα

του x ως προς τη ϐάση B είναι ίσος µε 〈x,wk〉. Επειδή το k είναι τυχαίο έπεται

το Ϲητούµενο. □
Ορισµός 3

Εάν B = {w1,w2, · · · ,wn} είναι µία ορθοκανονική ϐάση για τον διανυσµατικό

χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο, η έκφραση

x= 〈x,w1〉w1 +〈x,w2〉w2 +·· ·+〈x,wn〉wn

λέγεται ανάπτυγµα Fourier του x ως προς τη ϐάση B. Οι συντελεστές 〈x,wk〉
των wk λέγονται συντελεστές Fourier του x ως προς τη ϐάση B.
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Παράδειγµα 3

Τα διανύσµατα

b1 =
(
1

1

)
, b2 =

(
1

−1

)
,

είναι ορθογώνια µεταξύ τους (b1 ⊥ b2), αφού

b1 ·b2 = (1)(1)+ (1)(−1)= 0

και αποτελούν µια ϐάση για το R2 (γιατί;). Επειδή ∥b1∥ = ∥b2∥ =
p

2, τα

b′1 =
1p
2

(
1

1

)
, b′2 =

1p
2

(
1

−1

)

αποτελούν µια ορθοκανονική ϐάση για το R2. Αν x= (
2 −3

)T
, τότε

x ·b′1 =−1/
p

2 x ·b′2 = 5/
p

2.

΄Ετσι το ανάπτυγµα Fourier του x ως πρός τη ϐάση {b′
1
,b′

2
} είναι
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Παράδειγµα 3 (συνέχεια) (
2

−3

)
=− 1p

2
b′1 +

5p
2
b′2.

Παρατήρηση 2

Εάν σε χώρο µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 τα διανύσµατα {u1,u2, · · · ,un}, µε

uk ̸= 0 για k = 1,2, . . . ,n, είναι ανά δύο ορθογώνια, δηλαδή 〈ui ,uj〉 = 0 για i ̸= j,

τότε είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι αν

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0

για τυχαίο k υπολογίζουµε

0= 〈0,uk〉 = 〈c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun,uk〉
= c1〈u1,uk〉+c2〈u2,uk〉+ · · ·+cn〈un,uk〉
= ck〈uk ,uk〉 = ck∥uk∥2

εποµένως ck = 0, αφού uk ̸= 0. Ο ισχυρισµός αποδείχθηκε.
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Παρατήρηση 3

΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉, επαγόµενη

νόρµα ∥ ·∥, και έστω u ένα µοναδιαίο διάνυσµα του X . Αν x είναι διάνυσµα του

X , τότε

x= 〈x,u〉u+y (1)

για κάποιο y ∈ X µε y⊥ u.

Παρατηρούµε ότι το µοναδικό y για το οποίο ισχύει η (1) είναι το y= x−〈x,u〉u,

εποµένως

〈y,u〉 = 〈x−〈x,u〉u,u〉 = 〈x,u〉−〈x,u〉〈u,u〉 = 0

αφού 〈u,u〉 = ∥u∥2 = 1. Το αποτέλεσµα γενικεύεται. Αν {u1,u2, · · · ,un} είναι ένα

ορθοκανονικό σύνολο στον X και

x= 〈x,u1〉u1 +〈x,u2〉u2 +·· ·+〈x,un〉un +y,

τότε y ∈ (span{u1,u2, · · · ,un})⊥
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3. Ορθοκανονικοποίηση Gram-Schmidt
Μια ορθοκανονική ϐάση σε ένα χώρο µε εσωτερικό γινόµενο παράγει ένα ορθο-

γώνιο σύστηµα ‘‘συντεταγµένων’’, δηλαδή γενικεύει την έννοια του ορθογωνίου

συστήµατος αξόνων του Rn. ΄Ετσι οι συντελεστές Fourier του τυχαίου διανύσµατος

του χώρου είναι οι συντεταγµένες ως προς το ορθογώνιο αυτό σύστηµα και είναι

εύκολο να υπολογισθούν. Κατά συνέπεια είναι σηµαντικό και πρακτικά χρήσιµο

σε χώρους µε εσωτρικό γινόµενο να γνωρίζουµε µια ορθοκανονική ϐάση. Ενώ

στο Rn η εκ των προτέρων γνώση µιας τέτοιας ϐάσης είναι γνωστή δεν συµβαίνει

το ίδιο για άλλους χώρους. Για παράδειγµα στο χώρο των πολυωνύµων P3[−1,1]
µε εσωτερικό γινόµενο

〈p,q〉 =
∫

1

−1

p(x)q(x)dx

η γνωστή ϐάση {1,x,x2,x3}, όπως είδαµε, δεν είναι ορθοκανονική. Στη συ-

νέχεια περιγράφουµε µια διαδικασία ορθοκανονικοποίησης, δηλαδή µια δια-

δικασία όπου ξεκινώντας από ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων

S = {u1,u2, . . . ,un} παράγεται µε συστηµατικό τρόπο ένα ορθοκανονικό σύνολο

S
′ = {w1,w2, . . . ,wn} έτσι ώστε spanS = spanS

′. Η διαδικασία αυτή λέγεται ορθο-
κανονικοποίηση Gram-Schmidt.
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΄Εστω λοιπόν ένας χώρος X µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και επαγόµενη νόρµα

∥ · ∥ = p〈·, ·〉, και έστω S = {u1,u2, . . . ,un} ένα σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων

διανυσµάτων του X .

• Θέτουµε

w1 = u1/∥u1∥.

Είναι προφανές ότι span{u1} = span{w1}.
• Θέτουµε

v2 = u2 −〈u2,w1〉w1

αφαιρούµε δηλαδή από το u2 τηνw1-συνιστώσα του. ∆είχνουµε ότι span{u1,u2} =
span{w1,v2}, ισοδύναµα αν α,β ∈ R, τότε υπάρχουν a,b ∈ R ώστε αu1 +βu2 =
aw1 +bv2. Από τον ορισµό των w1 και v2 υπολογίζουµε

αu1 +βu2 = aw1 +bv2

= au1

∥u1∥
+b(u2 −〈u2,

u1

∥u1∥
〉 u1

∥u1∥
)

οπότε (
α− a

∥u1∥
+ b〈u2,u1〉

∥u1∥2

)
u1 + (β−b)u2 = 0.
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Επειδή τα u1, u2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα ϐρίσκουµε

a =α∥u1∥+β〈u2,u1〉/∥u1∥ και b =β.

Επίσης

〈w1,v2〉 = 〈w1,u2 −〈u2,w1〉w1〉
= 〈w1,u2〉−〈u2,w1〉〈w1,w1〉
= 0

αφού 〈w1,w1〉 = 1. Θέτοντας

w2 = v2/∥v2∥

το {w1,w2} είναι ορθοκανονικό και span{u1,u2} = span{w1,w2}.
• ΄Εστω ότι για k < n έχει κατασκευαστεί ένα ορθοκανονικό σύνολο {w1,w2, . . . ,wk }
τέτοιο ώστε span{u1,u2, . . . ,uk } = span{w1,w2, . . . ,wk }. Θέτουµε

vk+1 = uk+1 −〈uk+1,w1〉w1 −〈uk+1,w2〉w2 −·· ·−〈uk+1,wk〉wk
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Για j < k +1 έχουµε

〈wj ,vk+1〉 = 〈wj ,uk+1〉−〈uk+1,w1〉〈wj ,w1〉− · · ·−〈uk+1,wk〉〈wj ,wk〉
= 〈wj ,uk+1〉−〈uk+1,wj〉〈wj ,wj〉
= 0

αφού 〈wj ,wj〉 = 1. Θέτοντας wk+1 = vk+1/∥vk+1∥ το {w1,w2, . . . ,wk ,wk+1} παρά-

γει ότι και το {w1,w2, . . . ,wk ,uk+1}, αφού

uk+1 = 〈uk+1,w1〉w1 +〈uk+1,w2〉w2 +·· ·+〈uk+1,wk〉wk +∥vk+1∥wk+1

= c1w1 +c2w2 +·· ·+ckwk +ck+1wk+1,

κατά συνέπεια, από την υπόθεση της επαγωγής, έπεται ότι

span{w1,w2, . . . ,wk+1} = span{u1,u2, . . . ,uk+1}.

Αποδείξαµε λοιπόν, µε επαγωγή, το

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆08 Ορθοκανονικοποίηση, Ορθογώνια µητρώα 19/XI/2024 17 / 33

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Θεώρηµα 4 (Ορθοκανονικοποίηση Gram-Schmidt)

Αν σε χώρο X µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉 και επαγόµενη νόρµα ∥ ·∥ =p〈·, ·〉
το S = {u1,u2, . . . ,un} είναι ένα σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων,

τότε η ακολουθία των διανυσµάτων που ορίζονται µε τη σχέση

w1 = u1

∥u1∥
wk = uk −〈uk ,w1〉w1 −·· ·−〈uk ,wk−1〉wk−1

∥uk −〈uk ,w1〉w1 −·· ·−〈uk ,wk−1〉wk−1∥
,

(2)

k = 2, . . . ,n είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο στο X το οποίο παράγει τον ίδιο

υπόχωρο µε το S. Ειδικά αν το S είναι µια ϐάση του X, το {w1,w2, . . . ,wn} είναι µια

ορθοκανονική ϐάση για τον X.
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Παράδειγµα 4

Μια ϐάση για τον R3 αποτελούν τα διανύσµατα

u1 =
1

1

1

 , u2 =
1

1

0

 , u3 =
1

0

0

 ,

τα οποία όµως δεν είναι ανά δύο ορθογώνια, ως προς το σύνηθες εσωτερικό

γινόµενο. Ακολουθώντας τη διαδικασία Gram-Schmidt ορίζουµε

w1 = u1

∥u1∥
= 1p

3

1

1

1

 ,

και

v2 = u2 −〈u2,w1〉w1 =
1

1

0

− 1

3
2

1

1

1

= 1

3

 1

1

−2

 , ∥v2∥ =
p

2p
3

,

τότε
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Παράδειγµα 4 (συνέχεια)

w2 = v2

∥v2∥
= 1p

6

 1

1

−2

 .

΄Οµοια

v3 = u3 −〈u3,w1〉w1 −〈u3,w2〉w2 =
1

0

0

− 1

3

1

1

1

− 1

6

 1

1

−2

= 1

2

 1

−1

0

 ,

µε

∥v3∥ = 1p
2

,

οπότε

w3 = v3

∥v3∥
= 1p

2

 1

−1

0

 .

΄Ετσι αρχίζοντας µε τα u1, u2, u3 η διαδικασία Gram-Schmidt

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆08 Ορθοκανονικοποίηση, Ορθογώνια µητρώα 19/XI/2024 20 / 33

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Παράδειγµα 4 (συνέχεια)

παράγει την ορθοκανονική ϐάση

w1 = 1p
3

1

1

1

 , w2 = 1p
6

 1

1

−2

 , w3 = 1p
2

 1

−1

0

 .

Παρατήρηση 4

Παρατηρούµε ότι η ορθοκανονική ϐάση {w1,w2,w3} του Παραδείγµατος 4 που

προέκυψε από την διαδικασία ορθοκανονικοποίησης της {u1,u2,u3} δεν είναι

τόσο εύχρηστη όσο η κανονική ϐάση {e1,e2,e3}. Για παράδειγµα ποιά είναι η

αναπαράσταση του
(
2 −1 3

)T
σε αυτή τη ϐάση; Αλλάζοντας την αρίθµηση στα

u1,u2,u3 ϐλέπουµε ότι προκύπτουν 3! ορθοκανονικές ϐάσεις για το R3.

΄Ασκηση 2

Αν u1, u2, u3 είναι όπως στο Παράδειγµα 2, ϑέτουµε b1 = u3, b2 = u2, b3 = u1.

Να ϐρεθεί η ορθοκανονική ϐάση του R3 που παράγει η διαδικασία

Gram-Schmidt από την ϐάση {b1,b2,b3}.
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Παράρτηµα: Ορθογώνια πολυώνυµα

Στο χώρο των πολυωνύµων P[−1,1] µε πραγµατικούς συντελεστές, η σχέση

〈p,q〉 =
∫

1

−1

p(x)q(x)dx

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο. Ενώ, όπως έχουµε δει τα πολυώνυµα της ϕυσιο-

λογικής ϐάσης B = {1,x,x2,x3, . . . } δεν είναι ορθογώνια µεταξύ τους η διαδικα-

σία οθοκανονικοποίησης Gram-Schmidt παράγει µια ακολουθία από ορθογώνια

πολυώνυµα. Στη πράξη και σε εφαρµογές στα Μαθηµατικά και στη Φυσική υ-

πάρχουν διάφορες ακολουθίες ορθογωνίων πολυωνύµων, τα οποία προκύπτουν

από την B µε τη διαδικασία ορθογωνοποίησης, ως προς κατάλληλο εσωτερικό

γινόµενο

〈p,q〉 =
∫

b

a

p(x)q(x)w(x)dx

όπου −∞≤ a < b ≤ +∞ και w(x) > 0 και ολοκληρώσιµη στο σχετικό διάστηµα.

Στη συνέχεια δίνουµε µερικά χακτηριστικά παραδείγµατα ϐάσεων-συστηµάτων

ορθογωνίων πολυωνύµων.
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Πολυώνυµα Legendre. Παράγονται από την B µε τη διαδικασία ορθογωνοποίη-

σης ως προς το εσωτερικό γινόµενο

〈p,q〉 =
∫

1

−1

p(x)q(x)dx.

Συµβολίζονται µε Pn(x), n= 0,1,2, . . . . Τα πρώτα πέντε τέτοια είναι

1. P0(x)= 1
2. P1(x)= x

3. P2(x)= (1/2)(3x
2 −1)

4. P3(x)= (1/2)(5x
3 −3x)

5. P4(x)= (1/8)(35x
4 −30x

2 +3)

Αποδεικνύεται ότι τα πολυώνυµα Legendre δίνονται από την αναδροµική σχέση

P0(x)= 1, P1(x)= x

(n+1)Pn+1(x)= (2n+1)xPn(x)−nPn−1(x), n= 1,2,3, . . .

Κάποιες χαρακτηριστικές ιδιότητες∫
1

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 2

2n+1
δnm

Pn(−x)= (−1)n
Pn(x),

∫
1

−1

Pn(x)dx = 0, n≥ 1.
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ΠολυώνυµαChebyshev πρώτου είδους. Παράγονται από την B µε τη διαδικασία

ορθογωνοποίησης ως προς το εσωτερικό γινόµενο

〈p,q〉 =
∫

1

−1

p(x)q(x)
1p

1− x2
dx.

Συµβολίζονται µε Tn(x), n = 0,1,2, . . . . Τα πρώτα πέντε πολυώνυµα Chebyshev

είναι

1. T0(x)= 1

2. T1(x)= x

3. T2(x)= 2x
2 −1

4. T3(x)= 4x
3 −3x

5. T4(x)= 8x
4 −8x

2 +1

Αποδεικνύεται ότι τα πολυώνυµα Chebyshev πρώτου είδους δίνονται από την

αναδροµική σχέση

T0(x)= 1, T1(x)= x

Tn+1(x)= 2xTn(x)− Tn−1(x), n= 1,2,3, . . .
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Κάποιες χαρακτηριστικές ιδιότητες

∫
1

−1

Tn(x)Tm(x)
1p

1− x2
dx =


0 n ̸=m

π/2 n=m ̸= 0

π n=m = 0

Tn(−x)= (−1)n
Tn(x),

∫
1

−1

Tn(x)dx = (−1)n +1

1−n2
, n ̸= 1.

Πολυώνυµα Chebyshev δεύτερου είδους. Παράγονται από την B µε τη διαδι-

κασία ορθογωνοποίησης ως προς το εσωτερικό γινόµενο

〈p,q〉 =
∫

1

−1

p(x)q(x)
√

1− x2 dx.

Συµβολίζονται µε Un(x), n = 0,1,2, . . . . Τα πρώτα πέντε πολυώνυµα Chebyshev

είναι

1. U0(x)= 1

2. U1(x)= 2x

3. U2(x)= 4x
2 −1

4. U3(x)= 8x
3 −4x

5. U4(x)= 16x
4 −12x

2 +1

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆08 Ορθοκανονικοποίηση, Ορθογώνια µητρώα 19/XI/2024 25 / 33

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Αποδεικνύεται ότι τα πολυώνυµα Chebyshev δεύτερου είδους δίνονται από την

αναδροµική σχέση

U0(x)= 1, U1(x)= 2x

Un+1(x)= 2xUn(x)−Un−1(x), n= 1,2,3, . . .

Κάποιες χαρακτηριστικές ιδιότητες∫
1

−1

Un(x)Um(x)
√

1− x2 dx = π

2
δnm

Un(−x)= (−1)n
Un(x),

∫
1

−1

Un(x)dx = . . . , n> 1.
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4. Ορθογώνια µητρώα
Αν

A=
(
0 −1

1 0

)
.

και a1 και a2 είναι οι στήλες του A, τότε a1 ·a2 = 0 και ∥a1∥ = ∥a2∥ = 1.

Γενικά αν q1,q2, · · · ,qn είναι ορθοκανονικά διανύσµατα στον Rn, τότε qi ·qj = δij ,

κατά συνέπεια αν Q = (
q1 q2 · · · qn

)
, τότε Q

T
Q = I. Επειδή το µητρώο Q είναι

τετραγωνικό έπεται ότι Q
T =Q

−1.

Ορισµός 4

΄Ενα τετραγωνικό µητρώο Q λέγεται ορθογώνιο (orthogonal) αν οι στήλες του

είναι ορθοκανονικά διανύσµατα, ισοδύναµα Q
−1 =Q

T.

Σηµειώνουµε ότι κάθε ορθογώνιο 2×2 µητρώο είναι της µορφής

Q
+
ω =

(
cosω −sinω
sinω cosω

)
, ή Q

−
ω =

(
cosω sinω
sinω −cosω

)
, (3)

για κατάλληλο ω ∈R.
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Παράδειγµα 5 (Περιστροφή στο επίπεδο)

Το µητρώο

Q =
(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
είναι ορθογώνιο µητρώο. Ας δούµε το αποτέλεσµα της δράσης του Q επί ενός

µοναδιαίου διανύσµατος του R2, u= (
cosφ sinφ

)T
. Υπολογίζοντας

Q

(
cosφ
sinφ

)
=

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)(
cosφ
sinφ

)
=

(
cosθcosφ− sinθ sinφ
sinθcosφ+cosθ sinφ

)
=

(
cos(φ+θ)
sin(φ+θ)

)
ϐλέπουµε ότι ο πολλαπλασιασµός επί Q έχει σαν αποτέλεσµα την περιστροφή

του µοναδιαίου διανύσµατος, άρα και κάθε διανύσµατος, κατά γωνία θ. Το

αποτέλεσµα αποτυπώνεται στο Σχήµα που ακολουθεί
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Qu

u
θ
φ

΄Ασκηση 3

∆είξτε ότι το µητρώο

Q =
cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1


(αʹ) Είναι ορθογώνιο.

(βʹ) Περιστρέφει κάθε διάνυσµα στο R3 γύρω από τον z-άξονα κατά γωνία θ.
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Παράδειγµα 6 (Ανάκλαση στο επίπεδο)

Αν q = (
cosθ sinθ

)T
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα και Lθ η ευθεία που το πε-

ϱιέχει ϑέλουµε να ϐρούµε το µητρώο Q το οποίο υλοποιεί την ανάκλαση οποιου-

δήποτε διανύσµατος ως προς την ευθεία.

Αν u είναι τυχαίο διάνυσµα στο επίπεδο, Qu είναι η ανάκλασή του ως προς την

ευθεία Lθ , και Pu= 〈u,q〉q η προβολή του επί της ευθείας Lθ , τότε, ¨µεταφράζο-

ντας¨ µετρικές σχέσεις του ισοσκελούς τριγώνου µε ¨πλευρές¨ τα διανύσµατα u
και Qu στο Σχήµα παίρνουµε

Qu

Lθ

L2θ

u

Pu

θ
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Παράδειγµα 6 (συνέχεια)

Pu−u= 1

2
(Qu−u)⇒Qu= 2Pu−u,

εποµένως Qu= (2P − I)u, ισοδύναµα Q = 2P − I. Επειδή

Pu= 〈u,q〉q= q〈q,u〉 = q(qTu)= (qqT)u

τελικά ϐρίσκουµε

Q = 2qqT− I. (4)

Αναλυτικά το µητρώο Q είναι

Q = 2

(
cos2θ sinθcosθ

sinθcosθ sin2θ

)
− I

=
(
2cos2θ−1 2sinθcosθ
2sinθcosθ 2sin2θ−1

)
=

(
cos2θ sin2θ

sin2θ −cos2θ

)
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Παράδειγµα 6 (συνέχεια)

του οποίου οι στήλες είναι ορθοκανονικά διανύσµατα στο R2, εποµένως είναι

ένα ορθογώνιο µητρώο. Η δράση του Q επί ενός µοναδιαίου διανύσµατος(
cosφ sinφ

)T
έχει σαν αποτέλεσµα το διάνυσµα

Q

(
cosφ
sinφ

)
=

(
cos2θ sin2θ

sin2θ −cos2θ

)(
cosφ
sinφ

)
=

(
cos2θcosφ+ sin2θ sinφ
sin2θcosφ−cos2θ sinφ

)
=

(
cos(2θ−φ)
sin(2θ−φ)

)
το οποίο συµφωνεί µε την εικόνα του σχήµατος ότι το αρχικό διάνυσµα, ας

πούµε, u= (
cosφ sinφ

)T
περιστρέφεται κατά 2θ αρχικά και στη συνέχεια κατά

−φ, δηλαδή κατά φ µε αντίθετη ϕορά, προκειµένου να προκύψει τελικά το Qu.
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Παράδειγµα 7 (Μετάθεση)

Κάθε µητρώο µετάθεσης προκύπτει από το ταυτοτικό µητρώο µεταθέτοντας

γραµµές του, κατά συνέπεια είναι ορθογώνιο. Στο R2 τα δύο (γιατί;) µητρώα

µετάθεσης είναι

Q
+
0 =

(
1 0

0 1

)
, και Q

−
π/2

=
(
0 1

1 0

)
.

Θεώρηµα 5

Αν Q είναι ένα n×n πραγµατικό µητρώο, 〈·, ·〉 είναι το σύνηθες εσωτερικό

γινόµενο και ∥ ·∥ η επαγόµενη νόρµα, οι παρακάτω προτάσεις είναι

ισοδύναµες

(1) Το Q είναι ορθογώνιο.

(2) Το Q διατηρεί το µήκος, δηλαδή για κάθε x ∈Rn
ισχύει ∥Qx∥ = ∥x∥.

(3) Το Q διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή για x,y ∈Rn
ισχύει

〈Qx,Qy〉 = 〈x,y〉.
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