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Ορισµός 1

Αν V ένα µη κενό σύνολο και F είναι ένα σώµα, (στη πράξη F =R, ή F =C)

και αν ‘‘+’’ και ‘‘·’’ είναι δύο πράξεις, για τις οποίες ικανοποιούνται οι νόµοι

V1 x +y ∈ V , για κάθε x,y ∈ V
V2 x +y = y + x , για κάθε x,y ∈ V
V3 x + (y + z)= (x +y)+ z, για κάθε x,y ,z ∈ V
V4 υπάρχει 0 ∈ V τέτοιο ώστε 0+ x = x για κάθε x ∈ V
V5 για κάθε x ∈ V υπάρχει −x ∈ V έτσι ώστε −x + x = 0

V6 λ · x ∈ V , για κάθε x ∈ V και λ ∈F
V7 λ · (µ · x)= (λµ) · x , για κάθε x ∈ V και λ,µ ∈F
V8 1 · x = x , για κάθε x ∈ V
V9 λ · (x +y)=λ · x +λ ·y , για κάθε x,y ∈ V και λ ∈F
V10 (λ+µ) · x =λ · x +µ · x , για κάθε x ∈ V και λ,µ ∈F .

ϑα λέµε ότι η τριάδα (V ,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος (vector space)

πάνω στο σώµα F . Στη γενική περίπτωση γράφουµε V (F ). Το χώρο V (R) τον

λέµε πραγµατικό διανυσµατικό χώρο, ενώ τον V (C) τον λέµε µιγαδικό
διανυσµατικό χώρο . Τα στοιχεία του διανυσµατικού χώρου ϑα τα λέµε

διανύσµατα (vectors).
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Παρατήρηση 1

Αν p είναι ένα πολυώνυµο στον χώρο Pn και p(x)= a0 +a1x +a2x
2 · · ·+anx

n,

τότε η απεικόνιση L :Pn →Rn+1 που ορίζεται µε τη σχέση

L(p)=


a0

a1

...

an

 ∈Rn+1

είναι ένα-προς-ένα και επί και επιπλέον για p,q ∈Pn και λ ∈R ικανοποιεί τις

σχέσεις

L(p+q)= L(p)+ L(q), και L(λp)=λL(p). (1)

Μια τέτοια ένα-προς-ένα απεικόνιση µεταξύ διανυσµατικών χώρων λέγεται

ισοµορφισµός και η ύπαρξη ενός ισοµορφισµού µεταξύ δύο διανυσµατικών

χώρων δηλώνει ότι οι δύο χώροι, πρακτικά, ταυτίζονται. Στη συγκεκριµένη

περίπτωση δεχόµαστε ότι η k-συνιστώσα ενός διανύσµατος στο Rn+1 είναι ο

συντελεστής του x
k−1, k = 1,2, . . .n+1.
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Παρατήρηση 1 (συνέχεια)

΄Ετσι, για παράδειγµα, έχουµε την αντιστοιχία

R3 ∋
 2

−3

1

↔ 2−3x + x
2 ∈P2.

Επίσης το άθροισµα διανυσµάτων ή το γινόµενο διανύσµατος µε σταθερά

αντιστοιχεί και δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε το άθροισµα των αντιστοίχων

πολυωνύµων ή το γινόµενο του αντίστοιχου πολυωνύµου µε την σταθερά.

Ορισµός 2

Αν (X ,+, ·) και (Y ,+, ·) είναι διανυσµατικοί χώροι µια απεικόνιση F : X → Y η

οποία ικανοποιεί τις σχέσεις

F(x +y)= F(x)+ F(y), και F(λx)=λF(x), (2)

για κάθε x και y στο X και για κάθε λ ∈R, ϑα λέγεται γραµµική απεικόνιση
(linear map) ή γραµµικός µετασχηµατισµός (linear transformation).

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆06 Υπόχωροι, Βάση & ∆ιάσταση ∆ιανυσµατικού χώρου 5/XI/2024 4 / 27

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



1. ∆ιανυσµατικοί υπόχωροι

Παράδειγµα 1

Αν

u=
1

1

0

 και v=
0

1

1

 ,

όλοι οι γραµµικοί συνδυασµοί των u και v αποτελούν διανυσµατικό χώρο.

Αν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

au+bv= a

1

1

0

+b

0

1

1

=
 a

a+b

b

 ,

έτσι αν ονοµάσουµε W το σύνολο των γραµµικών συνδυασµών τότε

W =
{ x

x +y

y

 : x,y ∈R
}
=

{x

z

y

 : x,y ∈R και z = x +y

}
.
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Παράδειγµα 1 (συνέχεια)

Αν w και z είναι διανύσµατα στο W , τότε

w=
 p

p+q

q

 και z=
 r

r + s

s


οπότε για λ ∈R έχουµε

w+z=
 p+ r

(p+q)+ (r + s)
q+ s

=
 p+ r

(p+ r)+ (q+ s)
q+ s

 , λw=
 λp

λ(p+q)
λq

=
 λp

λp+λq

λq


κατά συνέπεια w+ z ∈W και λw ∈W . Το µηδενικό διάνυσµα περιέχεται στο W

αφού 0= 0u+0v. Επίσης αν w ∈W , τότε για κάποια a,b ∈ R είναι w= au+bv,

οπότε −w= (−a)u+ (−b)v ∈W . Οι υπόλοιποι νόµοι (V1), (V2) και (V5)-(V8)
αυτόµατα ικανοποιούνται αφού αφορούν σε ιδιότητες των πράξεων µεταξύ

στοιχείων του R3, ή του R και του R3 και W ⊂R3. ΄Ετσι η δοµή (W ,+, ·) είναι

διανυσµατικός χώρος.
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Από το Παράδειγµα 1 εξάγονται µερικά σηµαντικά συµπεράσµατα:

Σ1 ΄Ενα υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου µπορεί να είναι διανυσµατικός

χώρος µε πράξεις τον περιορισµό των πράξεων του αρχικού χώρου στο

υποσύνολο.

Σ2 Το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών κάποιας συλλογής

διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου µε πράξεις τον περιορισµό των

πράξεων του αρχικού χώρου έχει τη δοµή διανυσµατικού χώρου.

Ορισµός 3

Εάν ο X είναι διανυσµατικός χώρος και W ⊆ X , ϑα λέµε ότι ο W είναι

διανυσµατικός υπόχωρος (vector subspace) ή απλά υπόχωρος του X εάν ο

περιορισµός των πράξεων του X στο W προσδίδει στο W τη δοµή

διανυσµατικού χώρου.

Θεώρηµα 1

Εάν ο X είναι διανυσµατικός χώρος και W ⊆ X , ο W είναι υπόχωρος του X αν και

µόνο αν για κάθε u και v στο W και για κάθε λ και µ στο R το λu+µv είναι

στοιχείο του W .
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Ορισµός 4

Εάν ο X είναι διανυσµατικός χώρος και u1,u2, . . . ,un είναι διανύσµατα του X , το

σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών των uk , k = 1,2, . . . ,n συµβολίζουµε

µε span{u1,u2, . . . ,un}, έτσι

span{u1,u2, . . . ,un} = {v : v= c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun, c1,c2, . . . ,cn ∈R}

και ονοµάζουµε διάνοιγµα (span) των uk , k = 1,2, . . . ,n. Αν S ⊆ X µε span(S)
συµβολίζουµε το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών πεπερασµένου

πλήθους στοιχείων του S.

Θεώρηµα 2

΄Εστω ότι u1,u2, . . . ,un είναι διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου X , τότε

(1) Το span{u1,u2, . . . ,un} είναι υπόχωρος του X .

(2) Εάν W είναι υπόχωρος του X και {u1,u2, . . . ,un} ⊆W , τότε το διάνοιγµα

span{u1,u2, . . . ,un} είναι υπόχωρος του W , δηλαδή ο span{u1,u2, . . . ,un}
είναι ο µικρότερος υπόχωρος ο οποίος περιέχει τα διανύσµατα

u1,u2, . . . ,un.
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Παράδειγµα 2 (Η ευθεία ως διανυσµατικός υπόχωρος)

Εάν u ̸= 0 είναι ένα διάνυσµα στο Rn, τότε το span{u} είναι υπόχωρος του Rn και

αποτελείται απ΄ όλα τα διανύσµατα της µορφής λu µε λ ∈R. Κατά συνέπεια

είναι η ευθεία που περιέχει το u, ας την πούµε Lu. Η Lu µπορεί να παρασταθεί

µε την διανυσµατική εξίσωση

r(t)= tu, t ∈R.

Ειδικά στο R2 αν u= (
p q

)T
το διάνυσµα

(
x y

)T
ανήκει στον Lu αν και µόνον αν(

x

y

)
= t0

(
p

q

)
⇔

{
x = pt0

y = qt0

για κάποιο t0 ∈R, απ΄ όπου έπεται ότι qx = py , ή qx −py = 0. Συµπέρασµα: οι

ευθείες που είναι υπόχωροι στο R2 έχουν αλγεβρική εξίσωση ax +by = 0.

Σηµειώνουµε ότι µια ευθεία µε εξίσωση ax +by +c = 0, µε c ̸= 0, δεν µπορεί

να είναι υπόχωρος του R2 γιατί δεν περιέχει το διάνυσµα 0.
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2. Γραµµική εξάρτηση – γραµµική ανεξαρτησία
Αν a,b ∈ Rn και a = βb, για κάποια σταθερά β ϑα λέµε ότι τα δύο διανύσµατα

είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να γράψουµε

(−1)a+βb= 0.

Ας υποθέσουµε στη συνέχεια ότι ταa, καιb είναι διανύσµατα στοRn και υπάρχουν

σταθερές α και β, όχι και οι δύο µηδέν ώστε

αa+βb= 0.

΄Εστω ότι α ̸= 0, τότε ϑα είναι a=−(β/α)b=λb, δηλαδή το ένα είναι πολλαπλά-

σιο του άλλου, δηλαδή τα δύο διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Κατά συνέπεια οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

1 Τα διανύσµατα a, και b είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

2 Για κάποια σταθερά λ ισχύει a=λb.

3 Υπάρχουν σταθερές α και β όχι και οι δύο ίσες µε µηδέν ώστε

αa+βb= 0.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆06 Υπόχωροι, Βάση & ∆ιάσταση ∆ιανυσµατικού χώρου 5/XI/2024 10 / 27

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Ορισµός 5

Για τα διανύσµατα u1,u2, . . . ,un του διανυσµατικού χώρου X(F ), ϑα λέµε ότι

(1) Είναι γραµµικά εξαρτηµένα (linearly dependent) εάν υπάρχουν σταθερές

c1,c2, . . . ,cn όχι όλες ίσες µε µηδέν ώστε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

(2) Είναι γραµµικά ανεξάρτητα (linearly independent) εάν οποτεδήποτε για

σταθερές c1,c2, . . . ,cn ισχύει

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0,

τότε αναγκαστικά c1 = c2 = ·· · = cn = 0.

Ισοδύναµα: Θεωρούµε την εξίσωση

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

Θα λέµε ότι τα διανύσµατα είναι :

γραµµικά ανεξάρτητα αν η εξίσωση έχει µόνο τη µηδενική λύση.

γραµµικά εξαρτηµένα αν η εξίσωση έχει µη µηδενική λύση.
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Παρατηρήσεις
Ας ϑεωρήσουµε τα διανύσµατα u1,u2, . . . ,un του διανυσµατικού χώρου X(F ).

1 Εάν τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε κάποιο ή κάποια από

αυτά είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων. Πράγµατι υπάρχουν

σταθερές c1,c2, . . . ,cn µία τουλάχιστον από τις οποίες είναι διάφορη του

µηδενός ώστε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

΄Εστω, για παράδειγµα, ότι c2 ̸= 0, τότε

u2 =−c1

c2

u1 − c3

c2

u3 −·· ·− cn

c2

un

= c
′
1u1 +c

′
3u3 +·· ·+c

′
n
un.

2 Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν κάποιο από τα διανύσµατα είναι

γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά

εξαρτηµένα. Πράγµατι αν, για παράδειγµα, υποθέσουµε ότι το διάνυσµα

u2 είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων, τότε

u2 = c1u1 +c3u3 +·· ·+cnun ⇒ c1u1 + (−1)u2 +c3u3 +·· ·+cnun = 0,

δηλαδή τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆06 Υπόχωροι, Βάση & ∆ιάσταση ∆ιανυσµατικού χώρου 5/XI/2024 12 / 27

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



3 Εάν κάποιο από τα διανύσµατα είναι το µηδενικό, τότε τα διανύσµατα είναι

γραµµικά εξαρτηµένα. Πράγµατι υποθέτοντας, για παράδειγµα, ότι u2 = 0,

τότε για c1 = c3 = ·· · = cn = 0 και c2 ̸= 0 έχουµε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

Παράδειγµα 3

Οι συναρτήσεις sin και cos είναι γραµµικά ανεξάρτητες στον χώρο C [−π,π] ή

C (R).

Πράγµατι αν ήταν γραµµικά εξαρτηµένες τότε η µια ϑα ήταν πολλαπλάσιο της

άλλης, ισοδύναµα για κάποια πραγµατική σταθερά λ ϑα ήταν sinx =λcosx , για

κάθε x . Τότε όµως ϑα έπρεπε

sin(π/2)=λcos(π/2)⇔ 1=λ0= 0

που είναι αδύνατο, άρα οι sin και cos είναι γραµµικά ανεξάρτητες.
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Παράδειγµα 4

∆είξτε ότι τρία διανύσµατα

a=
(
a1

a2

)
, b=

(
b1

b2

)
, c=

(
c1

c2

)
,

στο R2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Περίπτωση 1: Τα a και b είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Τότε υπάρχουν σταθερές

α,β µε α ̸= 0, ή β ̸= 0, ώστε αa+βb= 0, εποµένως για γ= 0 είναι

αa+βb+γc= 0

µε α ̸= 0, ή β ̸= 0, ισοδύναµα τα a,b,c είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Περίπτωση 2: Τα a και b είναι γραµµικά ανεξάρτητα. ∆είχνουµε ότι στη

περίπτωση αυτή έχουµε ∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ := a1b2 −a2b1 ̸= 0. (3)
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Παράδειγµα 4 (συνέχεια)

Πράγµατι Επειδή a ̸= 0 και b ̸= 0 ϑα πρέπει b1 ̸= 0, ή b2 ̸= 0 και a1 ̸= 0, ή a2 ̸= 0.

΄Εστω b1 ̸= 0, τότε αφού a ̸=λb για κάθε σταθερά λ, ϑα πρέπει

a2 ̸= a1

b1

b2 αφού a1 = a1

b1

b1

κατά συνέπεια a2b1 ̸= a1b2. Στη συνέχεια δείχνουµε ότι υπάρχουν σταθερές α

και β ώστε c=αa+βb, ή ισοδύναµα ότι το σύστηµα(
a1 b1

a2 b2

)(
α

β

)
=

(
c1

c2

)
(4)

έχει λύση. Από την (3) έπεται ότι το µητρώο των συντελεστών αντιστρέφεται

εποµένως (
α

β

)
=

(
a1 b1

a2 b2

)−1 (
c1

c2

)
= 1

a1b2 −a2b1

(
b2 −b1

−a2 a1

)(
c1

c2

)
(5)

κατά συνέπεια
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Παράδειγµα 4 (συνέχεια)

α= b2c1 −b1c2

a1b2 −a2b1

, β= a1c2 −a2c1

a1b2 −a2b1

. (6)

Γι αυτά λοιπόν τα α και β έχουµε

αa+βb+ (−1)c= 0

συνεπώς τα a,b,c είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Ορισµός 6

Μια εξίσωση

a1x1 +a2x2 +·· ·+anxn = b,

µε a1,a2, . . . ,an,b πραγµατικές (ή µιγαδικές) σταθερές λέγεται γραµµική
εξίσωση στο Rn (ή στο Cn). ΄Ενα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων λέγεται

γραµµικό σύστηµα.
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Παρατήρηση 2

Στο Παράδειγµα 4 δείξαµε ότι αν τα διανύσµατα

a=
(
a1

a2

)
, b=

(
b1

b2

)
,

είναι γραµµικά ανεξάρτητα τότε ισχύει η (3), δηλαδή η ορίζουσα των

συνιστωσών των διανυσµάτων είναι διαφορετική του µηδενός. Ισχύει και το

αντίστροφο, δηλαδή αν η ορίζουσα των συνιστωσών είναι διαφορετική του

µηδενός, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι

υποθέτοντας ότι ισχύει η (3) και ϑεωρώντας την εξίσωση

αa+βb= 0,

δηλαδή µε c= 0, από την (6) ϐρίσκουµε α=β= 0 που είναι ο ισχυρισµός µας.
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♣ ΄Ενα από τα αποτελέσµατα που δείξαµε στο Παράδειγµα 4 µπορεί να διατυπω-

ϑεί σε ‘‘οριζουσιακή’’ διάλεκτο ώς εξής: Ας ϑεωρήσουµε το γραµµικό σύστηµα

a1x +b1y = c1

a2x +b2y = c2

(7)

Εάν η ορίζουσα των συντελεστών

det(a b) :=
∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣= a1b2 −a2b1 (8)

είναι διάφορη του µηδενός, τότε το σύστηµα (7) έχει µοναδική λύση η οποία

δίνεται από τις σχέσεις

x = det(c b)
det(a b)

=

∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ , y = det(a c)
det(a b)

=

∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ . (9)

Το αποτέλεσµα γενικεύεται και σε περισσότερες διαστάσεις (σύστηµα n γραµµι-

κών εξισώσεων µε n αγνώστους). Ο τύπος στην (9) λέγεται κανόνας του Cramer.

Θα επανέλθουµε σε επόµενο κεφάλαιο.
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Θεώρηµα 3

Εάν u1,u2, . . . ,un+1, είναι διανύσµατα στο Rn
, τότε είναι γραµµικά εξαρτηµµένα.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος πρέπει να δείξουµε ότι υπάρχουν σταθερές

c1,c2, . . . ,cn+1 όχι όλες ίσες µε µηδέν ώστε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cn+1un+1 = 0. (10)

Αν

uk =
(
a

k

1 a
k

2 . . . a
k

n

)T
, k = 1,2, . . . ,n+1,

η εξίσωση (13) είναι ισοδύναµη µε ένα γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n+1

αγνώστους, τις σταθερές ck , k = 1,2, . . . ,n+1

a
1
1c1 +a

2
1c2 +·· ·+a

n+1
1 cn+1 = 0

a
1
2c1 +a

2
2c2 +·· ·+a

n+1
2 cn+1 = 0

...

a
1
n
c1 +a

2
n
c2 +·· ·+a

n+1
n

cn+1 = 0

(11)

Κατά συνέπεια αρκεί να δείξουµε ότι το σύστηµα (14) έχει µη µηδενική λύση.
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΄Ενα τέτοιο σύστηµα, του οποίου οι σταθερές στο δεξί µέλος είναι µηδέν, λέγεται

οµοιογενές (homogeneous). Αποδεικνύουµε λοιπόν το ισοδύναµο

Θεώρηµα 4

Κάθε οµοιογενές γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n+1 αγνώστους έχει µη

µηδενική λύση.

Παράδειγµα 5

Για το σύστηµα

2x +3y −2z = 0

4x −6y +2z = 0

η x = 1, y = 2, z = 4 είναι λύση. Υπάρχουν άλλες λύσεις ;

Πόρισµα 1

Εάν u1,u2, . . . ,un, είναι διανύσµατα στο Rm
, και n>m τότε τα διανύσµατα είναι

γραµµικά εξαρτηµµένα.
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3. Βάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου
Κάθε διάνυσµα u ∈R3 εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

e1 =
1

0

0

 , e2 =
0

1

0

 , e3 =
0

0

1

 ,

έτσι ώστε αν u1,u2,u3 είναι οι συνστώσες του u, τότε

u= u1e1 +u2e2 +u3e3.

Από την τελευταία σχέση έπεται ότι αν c1e1+c2e2+c3e3 = 0, τότε c1 = c2 = c3 = 0

(γιατί;) δηλαδή τα διανύσµατα e1,e2,e3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Ορισµός 7

Θα λέµε ότι τα διανύσµατα b1,b2, . . . ,bn ενός διανυσµατικού χώρου X(F )
αποτελούν µια βάση (basis) του διανυσµατικού χώρου αν

1 Τα διανύσµατα παράγουν το χώρο, δηλαδή span{b1,b2, . . . ,bn} = X , και

2 Τα διανύσµατα b1,b2, . . . ,bn είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
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Παράδειγµα 6

Τα διανύσµατα

b1 =
1

0

0

 , b2 =
1

1

0

 , b3 =
1

1

1

 ,

αποτελούν µια ϐάση του R3.

Πράγµατι γράφονταςx

y

z

= a

1

0

0

+b

1

1

0

+c

1

1

1

=
a+b+c

b+c

c


ϐλέπουµε ότι για c = z, b = y − z, a = x −y για το τυχαίο διάνυσµα u= (

x y z

)T

έχουµε

u= (x −y)b1 + (y − z)b2 + zb3,

δηλαδή span{b1,b2,b3} =R3. Επιπλέον από την εξίσωση ab1 +bb2 +cb3 = 0
ϐρίσκουµε a+b+c

b+c

c

=
0

0

0

⇔


a+b+c = 0

b+c = 0

c = 0

απ΄ όπου µε ‘‘προς τα πίσω αντικατάσταση’’ προκύπτει a = b = c = 0, δηλαδή τα

διανύσµατα b1,b2,b3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, κατά συνέπεια αποτελούν µια

ϐάση για τον Re3
.
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Παράδειγµα 6 (συνέχεια)

ϐρίσκουµε a+b+c

b+c

c

=
0

0

0

⇔


a+b+c = 0

b+c = 0

c = 0

απ΄ όπου µε ‘‘προς τα πίσω αντικατάσταση’’ προκύπτει a = b = c = 0, δηλαδή τα

διανύσµατα b1,b2,b3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, κατά συνέπεια αποτελούν µια

ϐάση για τον R3.

Παρατήρηση 3

Από το Παράδειγµα (Π3) και την παρατήρηση στην εισαγωγή της παραγράφου

συµπεραίνουµε ότι η ϐάση ενός διανυσµατικού χώρου δεν είναι µοναδική. Για

παράδειγµα οι

B1 = {e1,e2,e3}, B2 = {b1,b2,b3}

είναι ϐάσεις του R3. Η ιδιαίτερη B1 λέγεται κανονική ϐάση. Γενικά η

B = {e1,e2, · · · ,en} µε ανάλογα ek λέγεται κανονική ϐάση για τον Rn.
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Το γεγονός ότι οι ϐάσεις B1 και B2 τουR3 περιέχουν τον ίδιο αριθµό διανυσµάτων

δεν είναι τυχαίο.

Θεώρηµα 5

Εάν {b1,b2, . . . ,bm} και {v1,v2, . . . ,vn} είναι ϐάσεις ενός διανυσµατικού χώρου X ,

τότε m = n.

Ορισµός 8

Το πλήθος των στοιχείων µιας ϐάσης B ενός διανυσµατικού χώρου X λέγεται

διάσταση (dimension) του χώρου. Αν το B είναι πεπερασµένο σύνολο ϑα λέµε

ότι ο X έχει πεπερασµένη διάσταση, διαφορετικά ο X ϑα λέγεται

απειροδιάστατος χώρος. Αν η διάσταση του X είναι n, γράφουµε dimX = n. Αν

ο X είναι πεπερασµένης διάστασης γράφουµε dimX <∞.

Θεώρηµα 6

Εάν u1,u2, . . . ,un, είναι διανύσµατα του m-διάστατου χώρου X , δηλαδή

dimX =m, και n>m, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµµένα.
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Θεώρηµα 7

Εάν dimX <∞ και ο W είναι υπόχωρος του X , τότε

(1) Ο υπόχωρος W έχει πεπερασµένη διάσταση.

(2) dimW ≤ dimX .

(3) Εάν dimW = dimX , τότε W = X .

Θεώρηµα 8 (Επέκταση βάσης υποχώρου)

Εάν S = {w1,w2, . . . ,wk } είναι ένα σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων

στο χώρο X πεπερασµένης διάστασης, και spanS ̸= X , τότε υπάρχουν

διανύσµατα wk+1,wk+2, . . . ,wn µε n= dimX , ώστε το σύνολο

{w1,w2, . . . ,wk ,wk+1,wk+2, . . . ,wn} να είναι µια ϐάση για τον X .

΄Ασκηση 1

∆είξτε ότι το σύνολο των διανυσµάτων B = {1,x,x2, . . . ,xn} είναι µια ϐάση για τον

Pn. Συµπεράνατε ότι dimPn = n+1.
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Παράδειγµα 7

Τα διανύσµατα

a1 =
1

1

0

 , a2 =
0

1

1

 ,

είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι

c1a1 +c2a2 = 0⇔
c1

c1

0

+
 0

c2

c2

=
 c1

c1 +c2

c2

=
0

0

0

⇔ c1 = c2 = 0.

Εποµένως παράγουν έναν διδιάστατο υπόχωρο του R3, τον

W = span{a1,a2} =
{x

y

z

 : y = x + z, µε x,z ∈R
}

για τον οποίο αποτελούν µια ϐάση.
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Παράδειγµα 7 (συνέχεια)

Ισχυριζόµαστε ότι εµπλουτίζοντας τη ϐάση {a1,a2} του W µε ένα διάνυσµα a3

του R3 ώστε τα a1,a2,a3 να είναι γραµµικά ανεξάρτητα, παίρνουµε µια ϐάση του

R3. Επιλέγοντας ένα διάνυσµα που δεν έχει τη δοµή των στοιχείων του W , για

παράδειγµα

a3 =
0

1

0


ϐλέπουµε ότι τα a1,a2,a3 είναι όντως γραµµικά ανεξάρτητα (γιατί;) και επιπλέον

παράγουν τον χώρο R3, αφού το τυχαίο διάνυσµα u του R3 εκφράζεται ως

γραµµικός συνδυασµός των a1,a2,a3 όπως ϐλέπουµε στη σχέση

u=
x

y

z

=
x

x

0

+
0

z

z

+
 0

y − x − z

0

= xa1 + za2 + (y − x − z)a3.

Κατά συνέπεια το σύνολο {a1,a2,a3} είναι µια ϐάση για το R3.
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