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1. Το αντίστροφο µητρώο
Για τα µητρώα

A=
(
2 5

1 3

)
και B =

(
3 −5

−1 2

)
υπολογίζουµε

AB =
(
2 5

1 3

)(
3 −5

−1 2

)
=

(
1 0

0 1

)
= I

BA=
(

3 −5

−1 2

)(
2 5

1 3

)
=

(
1 0

0 1

)
= I,

κατά συνέπεια το A και το B συµπεριφέρονται ως αντίστροφα στοιχεία αφού το

γινόµενό τους είναι ίσο µε το µοναδιαίο στοιχείο του πολλαπλασιασµού.

Ορισµός 1

΄Εστω ότι το A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο. Αν υπάρχει µητρώο B ώστε

AB = BA= I

λέµε ότι το A είναι αντιστρέψιµο και το B ϑα λέγεται (το) αντίστροφο του A.
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Παράδειγµα 1

Για το µητρώο

A=
2 5 1

1 3 2

0 0 0


παρατηρούµε ότι για κάθε 3×3 µητρώο

B =
b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33


είναι

AB =
2 5 1

1 3 2

0 0 0

b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

=
□ □ □
□ □ □
0 0 0


(γιατί;). ΄Αρα το γινόµενο AB δεν µπορεί να είναι ίσο µε το ταυτοτικό µητρώο,

κατά συνέπεια το A δεν είναι αντιστρέψιµο.
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Θεώρηµα 1

Το αντίστροφο µητρώο, αν υπάρχει, είναι µοναδικό.

Απόδειξη. ΄Εστω A ένα αντιστρέψιµο µητρώο και έστω ότι B και C είναι τέτοια

ώστε AB = BA = I και AC = CA = I. Τα B,C έχουν την ίδια διάσταση, επιπλέον

από τις διότητες του γινοµένου και του αντιστρόφου έχουµε

B = BI = B(AC)= (BA)C = IC =C.

Ορισµός 2

Το αντίστροφο µητρώο του τετραγωνικού µητρώου A, εφόσον αυτό υπάρχει,

συµβολίζουµε µε A
−1.

΄Ετσι αν το A είναι αντιστρέψιµο

AA
−1 =A

−1
A= I.
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΄Ασκηση 1

Αν

A=
(
a b

c d

)
µε ad −bc ̸= 0,

τότε

A
−1 = 1

ad −bc

(
d −b

−c a

)
.

Θεώρηµα 2

Εάν A και B είναι αντιστρέψιµα µητρώα ίδιας διάστασης, τότε το µητρώο AB είναι

αντιστρέψιµο και (AB)−1 = B
−1

A
−1

.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

(AB)(B−1
A
−1)=A(BB

−1)A−1 =AIA
−1 =AA

−1 = I

(B−1
A
−1)(AB)= B

−1(A−1
A)B = B

−1
IB = B

−1
B = I,

κατά συνέπεια το µητρώο AB είναι αντιστρέψιµο και από τη µοναδικότητα του

αντίστροφου έπεται ότι (AB)−1 = B
−1

A
−1.
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Παρατήρηση 1

Εάν το τετραγωνικό µητρώο A είναι αντιστρέψιµο, το A
2 είναι αντιστρέψιµο

(A2)−1 = (AA)−1 =A
−1

A
−1 = (A−1)2

και επαγωγικά το A
n είναι αντιστρέψιµο, µε n= 1,2,3, . . . , και (An)−1 = (A−1)n.

Ορίζουµε λοιπόν

A
−n = (An)−1 = (A−1)n, n= 0,1,2, . . . .

΄Ετσι έχουµε ορίσει τις ακέραιες δυνάµεις του A µε τη σχέση

A
n =


AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
n ϕορές

n= 1,2, . . .

I n= 0

(A−1)−n
n=−1,−2, . . .

Επίσης από τη σχέση
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Παρατήρηση 1 (συνέχεια)

(A−1)TA
T = (AA

−1)T = I = (A−1
A)T =A

T(A−1)T

συµπεραίνουµε ότι αν το A είναι αντιστρέψιµο, τότε και το A
T αντιστρέφεται και

(AT)−1 = (A−1)T, από την µοναδικότητα του αντίστροφου. ΄Ετσι µπορούµε να

ορίσουµε

A
−T = (AT)−1 = (A−1)T.

΄Ασκηση 2

Εάν το A είναι ένα τετραγωνικό, αντιστρέψιµο µητρώο δείξτε ότι

αʹ Το A
−1 είναι αντιστρέψιµο και (A−1)−1 =A.

βʹ Εάν λ ̸= 0, το λA είναι αντιστρέψιµο και

(λA)−1 = 1

λ
A
−1.

γʹ Εάν k και l είναι ακέραιοι αριθµοί , τότε

A
k
A

l =A
k+l , και (Ak)l =A

kl .
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Εφαρµογή. Στη ϑεωρία γραφηµάτων ένα κατευθυνόµενο γράφηµα µε n κόµ-

ϐους µπορεί να παρασταθεί µε ένα κατάλληλο n× n µητρώο M = (
mij

)
. Αν

i, j ∈ {1,2, . . . ,n} είναι κόµβοι και υπάρχει ακµή από το i στο j γράφουµε mij = 1

διαφορετικά mij = 0. Για παράδειγµα το µητρώο που το περιγράφει το σχήµα

1

2 3

είναι το M =
0 1 1

1 1 1

1 0 1

 . Το µητρώο M
2 =

0 1 1

1 1 1

1 0 1

0 1 1

1 1 1

1 0 1

 =
2 1 2

2 2 3

1 1 2


καταµετρά όλα τα µονοπάτια µήκους δύο µεταξύ των κόµβων, γενικώτερα το

M
k τα µονοπάτια µήκους k , στο γράφηµα. Πράγµατι ο κόµβος 1 συνδέεται µε

τον εαυτό του µε δύο µονοπάτια µήκους 2, τα 121 και 131. ΄Οµοια ο κόµβος 2

συνδέεται µε τον 3 µε τρία µονοπάτια, τα 223, 233, και 213.
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2. Μητρώα ειδικής µορφής

Ορισµός 3

΄Εστω A= (
aij

)
ένα τετραγωνικό µητρώο.

1 Λέγοντας κύρια διαγώνιο του A εννοούµε τη ‘‘διαγώνιο’’ του A η οποία

αποτελείται από τα στοιχεία aii .

2 Το A λέγεται διαγώνιο (diagonal) αν aij = 0 για i ̸= j.

3 Το A λέγεται άνω τριγωνικό (upper triangular) αν aij = 0 για i > j, δηλαδή

τα στοιχεία κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι µηδενικά.

4 Το A λέγεται κάτω τριγωνικό (lower triangular) αν aij = 0 για i < j, δηλαδή

τα στοιχεία πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι µηδενικά.

΄Ασκηση 3

∆είξτε ότι το γινόµενο διαγωνίων µητρώων είναι επίσης διαγώνιο και στη

συνέχεια διατυπώστε ένα κανόνα για τον πολλαπλασιασµό διαγωνίων µητρώων.
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Παράδειγµα 2

∆είξτε ότι ο γραµµικός συνδυασµός 3×3 άνω τριγωνικών µητρώων είναι άνω

τριγωνικό µητρώο

Αρκεί να δείξουµε ότι για τυχαία 3×3 άνω τριγωνικά µητρώα A και B και

πραγµατικές ή µιγαδικές σταθερές r και s ο γραµµικός συνδυασµός rA+ sB

είναι 3×3 µητρώο. Πράγµατι

rA+ sB = r

a1 a2 a3

0 a4 a5

0 0 a6

+ s

b1 b2 b3

0 b4 b5

0 0 b6


=

ra1 + sb1 ra2 + sb2 ra3 + sb3

0 ra4 + sb4 ra5 + sb5

0 0 ra6 + sb6


είναι άνω τριγωνικό µητρώο.
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΄Ασκηση 4

∆είξτε ότι αν

M1 =
1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , M2 =
0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , M3 =
0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ,

M4 =
0 0 0

0 1 0

0 0 0

 , M5 =
0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , M6 =
0 0 0

0 0 0

0 0 1


και A είναι ένα 3×3 άνω τριγωνικό µητρώο, τότε υπάρχουν σταθερές

c1,c2, . . . ,c6 ώστε

A= c1M1 +c2M2 +·· ·+c6M6.

a b c

0 p q

0 0 t

= aM1 +bM2 +cM3 +pM4 +qM5 + tM6.
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Παράδειγµα 3

Θεωρούµε τα άνω τριγωνικά µητρώα

A=
a1 a2 a3

0 a4 a5

0 0 a6

 και B =
b1 b2 b3

0 b4 b5

0 0 b6

 .

Παρατηρούµε ότι

AB =
a1 a2 a3

0 a4 a5

0 0 a6

b1 b2 b3

0 b4 b5

0 0 b6


=

a1b1 a1b2 +a2b4 a1b3 +a2b5 +a3b6

0 a4b4 a4b5 +a5b6

0 0 a6b6

 ,

δηλαδή το γινόµενο AB είναι επίσης άνω τριγωνικό.
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4. Μητρώα µετάθεσης
Ας ϑεωρήσουµε ένα 3×3 µητρώο το οποίο προκύπτει µεταθέτοντας τις γραµµές

του ταυτοτικού µητρώου I. ΄Ενα τέτοιο µητρώο ϑα το λέµε µητρώο µετάθεσης. Στη

συνέχεια ας δούµε το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού ενός τέτοιου µητρώου

µε ένα διάνυσµα, για παράδειγµα0 1 0

1 0 0

0 0 1

x

y

z

=
y

x

z

 . (1)

Το γινόµενο λοιπόν είναι το διάνυσµα που προκύπτει από το αρχικό αν µετα-

ϑέσουµε τις ίδιες γραµµές που µετατέθηκαν στο I για να προκύψει το µητρώο

µετάθεσης. Από τον ορισµό του πολλαπλασιασµού µητρώων το ανάλογο αποτέ-

λεσµα συµβαίνει σε κάθε στήλη ενός 3×m µητρώου αν πολλαπλασιαστεί από τα

αριστερά µε το µητρώο µετάθεσης (γιατί;). Ειδικότερα το γινόµενο δύο µητρώων

µετάθεσης είναι µητρώο µετάθεσης. Τα 3×3 µητρώα µετάθεσης είναι 3!= 6, τα

M0 = I =
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , M1 =
1 0 0

0 0 1

0 1 0

 , M2 =
0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,
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M3 =
0 1 0

0 0 1

1 0 0

 , M4 =
0 0 1

1 0 0

0 1 0

 , M5 =
0 0 1

0 1 0

1 0 0

 .

Ενδεικτικά υπολογίζουµε

M3M3 =
0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

=
0 0 1

1 0 0

0 1 0

=M4

M1M1 =
1 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

0 1 0

=
1 0 0

0 1 0

0 0 1

= I

M4M3 =
0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

=
1 0 0

0 1 0

0 0 1

= I

και παρατηρούµε ότι M
T
1
=M1 και M

T
4
=M3.
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΄Ασκηση 5

Για τα µητρώα µετάθεσης δείξτε ότι

αʹ M
−1
k

=M
T
k

, για k = 0,1, . . . ,5.

βʹ Εφοδιασµένα µε την πράξη του πολλαπλασιασµού αποτελούν οµάδα.

Οµάδες

Ορισµός 4

΄Εστω G ένα µη κενό σύνολο στο οποίο έχει ορισθεί µια πράξη

G ×G ∋ (x,y)→ x ·y ∈G . Θα λέµε ότι η δοµή (G , ·) είναι οµάδα (group) εάν

ικανοποιούνται οι νόµοι :

G1 (x ·y) · z = x · (y · z), για κάθε x,y ,z ∈G . (Προσεταιριστικότητα της πράξης).

G2 Υπάρχει e ∈G , ώστε e · x = x ·e = x για κάθε x ∈G . (ουδέτερο στοιχείο).

G3 Για κάθε x ∈G , υπάρχει x
−1 ∈G , ώστε x

−1 · x = x · x−1 = e. (αντίστροφο

στοιχείο).

Οι (Q,+), (Q∗, ·), (R,+), (R∗, ·), όπου ‘‘+’’ και ‘‘·’’ είναι οι συνήθεις πρόσθεση

και πολλαπλασιασµός, αντίστοιχα, είναι οµάδες. ΄Οµοια οι (C,+) και (C∗, ·) είναι

οµάδες. Επίσης η δοµή (Rn,+) είναι οµάδα.
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Παράδειγµα 4

΄Εστω A ένα µη κενό πεπερασµένο σύνολο. Κάθε ένα-προς-ένα απεικόνιση

του A επί του A λέγεται µετάθεση (permutation) του A. Αν A= {a1,a2, . . . ,an}, ο

τρόπος που συνήθως συµβολίζουµε µια µετάθεση, έστω s, του A είναι

s =
(

a1 a2 . . . an

s(a1) s(a2) . . . s(an)

)
(2)

Το σύνολο των µεταθέσεων του A συµβολίζουµε µε SA.

΄Εστω s1, s2 ∈ SA και ας ϑεωρήσουµε τη σύνθεση s1 ◦ s2, όπου

(s1 ◦ s2)(ai)= s1(s2(ai)). Επειδή οι s1 και s2 είναι ένα-προς-ένα έχουµε

s1(s2(ai))= s1(s2(aj))⇒ s2(ai)= s2(aj)⇒ ai = aj ,

δηλαδή η s1 ◦ s2 είναι ένα-προς-ένα. Επίσης s1(s2(A))= s1(A)=A, δηλαδή

η s1 ◦ s2 είναι επί του A κατά συνέπεια s1 ◦ s2 ∈ SA.

Αν si , sj ∈ SA ορίζουµε το γινόµενο, γράφουµε απλά, sisj να είναι η σύνθεση

si ◦ sj . Η (SA, ·) είναι οµάδα.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆03 Μητρώα ΙΙ 15/X/2024 16 / 22

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Παράδειγµα 5 (Ιστορικό)

Μια γραµµική κίνηση (linear motion) στο R2 είναι µια απεικόνιση T :R2 →R2 η

οποία ‘‘µετακινεί’’ ή µετασχηµατίζει το σηµείο (x,y) στο σηµείο (x ′,y ′) ώστε

x
′ = ax +by ,

y
′ = cx +dy ,

µε ad −bc ̸= 0. (3)

Η ποσότητα ad−bc λέγεται ορίζουσα (determinant) του µετασχηµατισµού T και

τη γράφουµε ως

JT :=
∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣= ad −bc. (4)

Η σχέση JT ̸= 0 εξασφαλίζει ότι η T είναι ένα-προς-ένα, κατά συνέπεια η

αντίστροφη απεικόνιση T
−1 υπάρχει. Πράγµατι, λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε

x = d

ad −bc
x
′+ −b

ad −bc
y
′,

y = −c

ad −bc
x
′+ a

ad −bc
y
′.

(5)

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆03 Μητρώα ΙΙ 15/X/2024 17 / 22

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Παράδειγµα 5 (συνέχεια)

Επιπλέον υπολογίζοντας την ορίζουσα του αντίστροφου µετασχηµατισµού

ϐρίσκουµε

JT−1 = da−bc

(ad −bc)2
= 1

ad −bc
̸= 0,

κατά συνέπεια η αντίστροφη απεικόνιση T
−1 είναι επίσης γραµµική κίνηση. Εάν

T(x,y)= (x ′,y ′) και T
′(x ′,y ′)= (x ′′,y ′′), όπου η T

′ δίνεται όπως στην (3) µε

a
′,b′,c′,d′ στη ϑέση των a,b,c,d αντίστοιχα, και µε T

′
T συµβολίσουµε τη

σύνθεση T
′ ◦ T , τότε

x
′′ = a

′
x
′+b

′
y
′ = a

′(ax +by)+b
′(cx +dy)

= (a′
a+b

′
c)x + (a′

b+b
′
d)y

y
′′ = c

′
x
′+d

′
y
′ = c

′(ax +by)+d
′(cx +dy)

= (c′
a+d

′
c)x + (c′

b+d
′
d)y

και για την ορίζουσα της σύνθεσης υπολογίζουµε

(a′
a+b

′
c)(c′

b+d
′
d)− (a′

b+b
′
d)(c′

a+d
′
c)= (ad −bc)(a′

d
′−b

′
c
′) ̸= 0,
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Παράδειγµα 5 (συνέχεια)

ισοδύναµα

JT◦T ′ = JT JT ′ ̸= 0,

κατά συνέπεια η T
′
T είναι και αυτή µια γραµµική κίνηση. Επιπλέον η ταυτοτική

απεικόνιση I(x,y)= (x,y) είναι επίσης γραµµική κίνηση αφού η (3) ικανοποιείται

x = 1x +0y ,

y = 0x +1y ,
µε JI = 1−0 ̸= 0.

∆είχνεται εύκολα (και αφήνεται σαν άσκηση) ότι αν T ,T ′,T ′′ είναι γραµµικές

κινήσεις, τότε (T T
′)T ′′ = T(T ′T ′′). Εποµένως οι κινήσεις αυτές µε την πράξη του

πολλαπλασιασµού-σύνθεσης αποτελούν οµάδα. Η οµάδα αυτή λέγεται

διδιάστατη γενική γραµµική οµάδα (general linear group) και συµβολίζεται µε

GL(2,R).
Είδαµε ότι ο µετασχηµατισµός T είναι ένα-προς-ένα, ισοδύναµα αντιστρέψιµος,

αν και µόνο αν JT ̸= 0, δηλαδή η ορίζουσά του είναι διάφορη του µηδενός.
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Παράδειγµα 5 (συνέχεια)

Κάθε τέτοια απεικόνιση µπορεί να εκφραστεί ως το γινόµενο ενός 2×2

µητρώου µε διάνυσµα στο R2, συγκεκριµένα

T

(
x

y

)
=

(
a b

c d

)(
x

y

)
. (6)

Είδαµε ότι η σχέση ad −bc ̸= 0 εξασφαλίζει ότι υπάρχει ο αντίστροφος

µετασχηµατισµός και δίνεται από τη σχέση

T
−1

(
x

y

)
= 1

ad −bc

(
d −b

−c a

)(
x

y

)
(7)

ϐλέπε (5), έτσι ώστε αν y= T(x)=Ax, τότε x= T
−1(y)=A

−1y αφού(
a b

c d

)−1

= 1

ad −bc

(
d −b

−c a

)
(΄Ασκηση (3.1)). Την ποσότητα ad −bc ϑα τη λέµε ορίζουσα του µητρώου στην

(6).
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Παράδειγµα 5 (συνέχεια)

Εάν

T(x,y)= (x ′,y ′) και T
′(x ′,y ′)= (x ′′,y ′′),

όπου η T
′ δίνεται όπως στην (6) µε a

′,b′,c′,d′ στη ϑέση των a,b,c,d αντίστοιχα,

και µε T
′
T συµβολίσουµε τη σύνθεση T

′ ◦ T δείξαµε ότι

T
′
T

(
x

y

)
=

(
a
′
a+b

′
c a

′
b+b

′
d

c
′
a+d

′
c c

′
b+d

′
d

)(
x

y

)
το οποίο όµως είναι

=
(
a
′

b
′

c
′

d
′
)(

a b

c d

)(
x

y

)
.

Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε, ισοδύναµα, τη διδιάστατη γενική γραµµική

οµάδα GL(2,R) ως το σύνολο των 2×2 µητρώων µε µη µηδενική ορίζουσα

(ισοδύναµα των αντιστρέψιµων µητρώων), µε πράξη τον πολλαπλασιασµό.
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Σώµατα

Ορισµός 5

΄Εστω F ένα µη κενό σύνολο στο οποίο έχουν ορισθεί δύο πράξεις, πρόσθεση

F ×F ∋ (x,y)→ x+y ∈F και πολλαπλασιασµός, F ×F ∋ (x,y)→ x ·y ∈F . Η

δοµή (F ,+, ·) λέγεται σώµα (field) εάν ισχύουν οι νόµοι

F1 x +y = y + x , για κάθε x,y ∈F .

F2 (x +y)+ z = x + (y + z), για κάθε x,y ,z ∈F .

F3 Υπάρχει 0 ∈F , ώστε x +0= x , για κάθε x ∈F .

F4 Για κάθε x ∈F υπάρχει −x ∈F , ώστε x + (−x)= 0.

F5 x ·y = y · x , για κάθε x,y ∈F .

F6 (x ·y) · z = x · (y · z), για κάθε x,y ,z ∈F .

F7 Υπάρχει 1 ∈F , 1 ̸= 0 ώστε x ·1= x , για κάθε x ∈F .

F8 Για κάθε x ̸= 0 υπάρχει x
−1 ∈F , ώστε x · x−1 = 1.

F9 x · (y + z)= x ·y + x · z, για κάθε x,y ,z ∈F .

(R,+, ·) και (C,+, ·) είναι τα τυπικά παραδείγµατα της δοµής του σώµατος.
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