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Λύσεις ελαχίστων τετραγώνων (εισαγωγή)



1. Προβολές

u

〈u,e1〉e1

〈u,e2〉e2

〈u,e3〉e3

Γράφοντας το διάνυσµα u ∈R3 ως

u= 〈u,e1〉e1 +〈u,e2〉e2 +〈u,e3〉e3,

ονοµάζουµε τα διανύσµατα

p1 = 〈u,e1〉e1, p2 = 〈u,e2〉e2, p3 = 〈u,e3〉e3

προβολές (projections) του u, αντίστοιχα, στον x-άξονα, y-άξονα, z-άξονα, ή

στους υποχώρους του R3, span{e1}, span{e2}, και span{e3} αντίστοιχα.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ X Ορθογώνιες προβολές, Προσεγγίσεις 1 & 4/XII/2022 2 / 30

ΕΓ
ΕΣ

/Τ
Μ

ΗΥΠ



Αν a είναι ένα σταθερό µη µηδενικό διάνυσµα στον R3 και u είναι ένα τυχαίο

διάνυσµα στον R3 µας ενδιαφέρει να ϐρούµε την προβολή του u επί της ευθείας

η οποία περιέχει το a.

u

a

p

q

θ

Αν θ είναι η γωνία µεταξύ των a και u και p είναι η προβολή του u επί της ευθείας

δια του a, τότε

∥p∥ = ∥u∥cosθ
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κατά συνέπεια

p= ∥u∥cosθ a
∥a∥ = ∥a∥∥u∥cosθ

∥a∥2
a

εποµένως από τον ορισµό του συνήθους εσωτερικού γινοµένου προκύπτει ότι

p= a ·u
a ·a a= aTu

aTa
a (1)

Στο Σχήµα ϐλέπουµε, επίσης, την προβολή q του διανύσµατος u επί του xy-

επιπέδου, δηλαδή επί του υπόχωρου span{e1,e2} του R3, η οποία είναι

q= p1 +p2 =
e1 ·u
e1 ·e1

e1 + e2 ·u
e2 ·e2

e2

ισοδύναµα, αφού e1 ·e1 = e2 ·e2 = 1,

q= 〈u,e1〉e1 +〈u,e2〉e2

όπου 〈·, ·〉 είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στον R3.
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Το µητρώο της ορθογώνιας προβολής
Η εξοικείωσή µας µε τα στοιχειώδη µητρώα επιτρέπει να δούµε, αναφερόµαστε

στο αρχικό παράδειγµα, όπου u= (
u1 u2 u3

)T
, ότι

p1 =
u1

0

0

=
1 0 0

0 0 0

0 0 0

u, p2 =
0 0 0

0 1 0

0 0 0

u, p3 =
0 0 0

0 0 0

0 0 1

u

ή

p1 =
(
e1 0 0

)
u= P1u, p2 =

(
0 e2 0

)
u= P2u, p3 =

(
0 0 e3

)
u= P3u

και

q= (
e1 e2 0

)
u=

1 0 0

0 1 0

0 0 0

u=Qu.

Ερώτηµα: Ποιο είναι το µητρώο P της προβολής ενός διανύσµατος u του Rm

πρώτον επί ενός διανύσµατος a, και δεύτερον επί ενός υποχώρου W του Rm;
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(1) Αναζητάµε µητρώο P ώστε Pu= p= projau, ισοδύναµα για ποιο P είναι

Pu= aTu
aTa

a?

Επειδή (aTu)a= a(aTu)= (aaT)u (γιατί;), τελικά ϐρίσκουµε

projau= Pu= aaT

aTa
u. (2)

(2) ΄Εστω a1,a2 . . . ,an γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα στο Rm και έστω

W = span{a1,a2 . . . ,an}. Αν A είναι το µητρώο µε στήλες τα aj , τότε

rangeA=W , δηλαδή ο υπόχωρος W είναι ο χώρος στηλών του A. ΄Εστω

c ∈Rm τέτοιο ώστε proj
W
u=Ac. Επειδή το u−Ac είναι ορθογώνιο στον

W έπεται ότι aT
j
(u−Ac)= 0 για j = 1,2, . . . ,n. Κατά συνέπεια

A
T(u−Ac)= 0⇒A

Tu=A
T
Ac

Το µητρώο A
T
A είναι αντιστρέψιµο, ϐλέπε επόµενο Θεώρηµα, εποµένως

(AT
A)−1

A
Tu= c⇒A(AT

A)−1
A

Tu=Ac

κατά συνέπεια

proj
W
u= Pu=A(AT

A)−1
A

Tu. (3)
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Θεώρηµα 1

Εάν το m×n µητρώο A έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, τότε το µητρώο A
T
A

είναι αντιστρέψιµο.

Απόδειξη.

Το µητρώο A
T
A είναι τετραγωνικό (n×n), οπότε αρκεί να δείξουµε ότι

nullAT
A= {0}. Πρώτα δείχνουµε ότι τα µητρώα A και A

T
A έχουν τον ίδιο

µηδενόχωρο, δηλαδή nullA= nullAT
A. Πράγµατι από τη σχέση

Ax= 0⇒A
T
Ax=A

T0= 0

έπεται ότι nullA⊆ nullAT
A, ενώ από την

A
T
Ax= 0⇒ xT

A
T
Ax= xT0⇒ (Ax)TAx= 0⇒∥Ax∥2 = 0

έπεται ότι nullAT
A⊆ nullA. Στη συνέχεια δείχνουµε ότι nullA= {0}. Πράγµατι

αν Ax= 0 το διάνυσµα Ax ως γραµµικός συνδυασµός των γραµµικά

ανεξαρτήτων στηλών του A ϑα είναι το µηδενικό διάνυσµα, συνεπώς x= 0. ΄Ετσι

τελικά έχουµε ότι nullAT
A= nullA= {0} που είναι το Ϲητούµενο.
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Παράδειγµα 1

Το µητρώο

A=
 1 1

2 0

−1 1


έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες. Υπολογίζοντας

A
T
A=

(
1 2 −1

1 0 1

) 1 1

2 0

−1 1

=
(
6 0

0 2

)

ϐλέπουµε, όπως εξασφαλίζει το Θεώρηµα 1, ότι το A
T
A είναι αντιστρέψιµο και

(AT
A)−1 = 1

12
=

(
2 0

0 6

)
.

Αντίθετα το 3×3 µητρώο AA
T δεν αντιστρέφεται αφού rank(AA

T)≤ rankA= 2.

΄Ετσι το µητρώο
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παράδειγµα συνέχεια

P =A(AT
A)−1

A
T = 1

6

 1 1

2 0

−1 1

(
1 0

0 3

)(
1 2 −1

1 0 1

)
= 1

3

2 1 1

1 2 −1

1 −1 2


είναι η προβολή επί του χώρου στηλών του A, ισοδύναµα για κάθε u ∈R3, έστω

u= (
x y z

)T
, υπάρχουν σταθερές λ και µ ώστε

Pu=A

(
λ

µ

)
⇔ 1

3

2 1 1

1 2 −1

1 −1 2

x

y

z

=λ
 1

2

−1

+µ
1

0

1

=
 λ+µ

2λ

−λ+µ


απ΄ όπου επιλύοντας ϐρίσκουµε

λ= 1

6
(x +2y − z), µ= 1

2
(x + z).

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆ X Ορθογώνιες προβολές, Προσεγγίσεις 1 & 4/XII/2022 9 / 30

ΕΓ
ΕΣ

/Τ
Μ

ΗΥΠ



Παρατήρηση 1

Εάν P είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής στο Rm επί υπόχωρου W , τότε από

την (2) ή την (3), ανάλογα την περίπτωση, προκύπτει ότι το P είναι συµµετρικό,

δηλαδή P
T = P.

Επιπλέον ισχύει ότι P
2 = P. Πράγµατι για κάθε διάνυσµα u έχουµε ότι Pu ∈W ,

κατά συνέπεια

P
2u= P(Pu)= Pu.

Το I−P, όπου I είναι το ταυτοτικό µητρώο, είναι επίσης µητρώο προβολής.

Προβάλει κάθε διάνυσµα επί του ορθογωνίου συµπληρώµατος W
⊥ του W .

Πράγµατι για κάθε διάνυσµα u είναι

u= Pu+u−Pu= Pu+ (I−P)u

και Pu⊥ (I−P)u, αφού για κάθε διάνυσµα v, άρα και για v= u είναι
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παρατήρηση συνέχεια

〈Pu,(I−P)v〉 = 〈P2u,(I−P)v〉
= 〈Pu,PT(I−P)v〉
= 〈Pu,P(I−P)v〉
= 〈Pu,(P −P

2)v〉
= 〈Pu,(P −P)v〉
= 〈Pu,Pv〉−〈Pu,Pv〉,

οπότε 〈Pu,(I−P)v〉 = 0. ΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε (γιατί;)

1 rangeP =W και

2 nullP = range(I−P).

3 Rm = rangeP ⊕nullP και

4 rangeP ⊥ nullP.
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Σηµείωση:
Για ένα µητρώο προβολής P η ιδιότητα P

2 = P είναι χαρακτηριστική, µάλιστα µπο-

ϱεί να αποδειχθεί ότι ένα µητρώο P είναι µητρώο προβολής επί ενός υποχώρου,

του rangeP αν και µόνον αν P
2 = P. Η ιδιότητα P

T = P χαρακτηρίζει την ορθογω-

νιότητα. Για παράδειγµα το µητρώο

Pλ =
(
0 0

λ 1

)
, λ ∈R

ικανοποιεί την σχέση P
2

λ
= Pλ κατά συνέπεια είναι µητρώο προβολής, αλλά P

T
λ
̸=

Pλ αν λ ̸= 0. Παρατηρούµε ότι(
0 0

λ 1

)(
x

y

)
=

(
0

λx +y

)
,

εποµένως

rangePλ =
{(

0

x

)
: x ∈R

}
= span

{(
0

1

)}
,

nullPλ =
{(

x

−λx

)
: x ∈R

}
= span

{(
1

−λ
)}

,
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άρα, όπως περιµένουµε άλλωστε, R2 = (rangePλ)⊕ (nullPλ). Ελέγχουµε αν

rangePλ ⊥ nullPλ, όπως συµβαίνει στην περίπτωση της ορθογώνιας προβολής.

΄Εχουµε λοιπόν (
0

x

)
·
(

y

−λy

)
=−λxy = 0, ∀x ∀y

αν και µόνο αν λ = 0. Συνεπώς ο µηδενόχωρος nullP δεν είναι το ορθογώνιο

συµπλήρωµα του rangeP αν λ ̸= 0.

Ο χαρακτηρισµός ορθογώνια για µια προβολή P εκφράζει ακριβώς το γεγονός ότι

ο χώρος στηλών του P, rangeP, και ο µηδενόχωρος του P, nullP = range(I−P),
είναι ορθογώνια συµπληρώµατα το ένα του άλλου.

Θεώρηµα 2

Μια προβολή P, ένα µητρώο δηλαδή µε την ιδιότητα P
2 = P, είναι ορθογώνια αν

και µόνο αν P
T = P.
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         Αν το μητρώο δεν είναι συμμετρικό, η προβολή λέγεται πλάγια. Στις 
πλάγιες προβολές, πρέπει να οριστεί και ένας επιπλέον υπόχωρος.



Ορθογώνια προβολή

         
    

Συγκεκριμένα, η πλάγια προβολή σε έναν υπόχωρο M θα είναι παράλληλη σε έναν
υπόχωρο N και ορθογώνια επί ενός υπόχωρου L.



Παραδείγματα

Ο δ.χ. είναι το R3 και μας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1, e2}. Τότε αν

x =

 1
2
−1


⇒ προβολή επί του S είναι xS =

 0
0
−1

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 1
2
−1


⇒ προβολή επί του T είναι xT =

1
2
0

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 1
2
−1



Ορθογώνια προβολή



 

Ο δ.χ. είναι το R3 και μας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1, e2}. Τότε αν x = (1, 2,−1)⊤

⇒ xS = PSx, όπου PS :=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
= e3(e

⊤
3 e3)

−1e⊤3

⇒ xT = PT x, όπου PT :=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)

= (e1 e2)

((
e⊤1
e⊤2

)
(e1 e2)

)−1(
e⊤1
e⊤2

)

Ορθογώνια προβολή



Αναπαράσταση ορθογώνιας προβολής με μητρώα
Προβολή σε 1 διάσταση

Κάθε μονοδιάστατος υποχώρος του Rn αποτελείται από διανύσματα που είναι συγγραμμικά με
κάποιο διάνυσμα, έστω u ∈ Rn. Δοθέντος του u, το μητρώο

P :=
uu⊤

u⊤u

είναι ο τελεστής ορθογώνιας προβολής επί του υπόχωρου M = span{u}.

Εξετάζουμε την επίδραση του P σε τυχαίο x ∈ Rn:

uu⊤

u⊤u
x =

u

∥u∥
u⊤x

∥u∥
= û∥x∥ cos(x, u), ’opou û =

u

∥u∥

Το Px είναι η ορθογώνια προβολή του x επί του M.

Προσέξτε ότι

(Px)⊤(x − Px) = 0 ⇒ x − Px ⊥ Px

που επιβεβαιώνει την ορθογωνιότητα

Ορθογώνια προβολή



P =
1

14


1 2 3

2 4 6

3 6 9


Για τυχαίο x = [ξ1, ξ2, ξ3]

⊤

Px =
1

14


ξ1 + 2 ξ2 + 3 ξ3

2 ξ1 + 4 ξ2 + 6 ξ3

3 ξ1 + 6 ξ2 + 9 ξ3


=

ξ1 + 2 ξ2 + 3 ξ3
14

 1
2
3

 .

Ορθογώνια προβολή

Παράδειγμα Αν u = [1, 2, 3]⊤, τότε



Μητρώα προβολής

Ορισμός

Ένα μητρώο P ∈ Rn×n αποκαλείται μητρώο προβολής αν είναι αυτοπαθέςαʹ, δηλ. PP = P.
Ένα μητρώο προβολής P αποκαλείται μητρώο ορθογώνιας προβολής αν επιπλέον είναι

συμμετρικό

αʹ idempotent

Κατασκευή μητρώων ορθογώνιας προβολής

Έστω ο υπόχωρος V = span{v1, ..., vn} όπου τα vi είναι γραμμικά ανεξάρτητα, άρα

αποτελούν βάση. Αν V = (v1, ..., vn), τότε το μητρώο

P = V(V⊤V)−1V⊤

είναι το μητρώο ορθογώνιας προβολής επί του V . Προσεξτε ότι το μητρώο δεν εξαρτάται από

τη βάση.

Ορθογώνια προβολή



Παράδειγμα

Έστω span{e1, e3} στον R4 τότε V = [e1, e3] και

PV = (e1 e3)

((
e⊤1
e⊤3

)
(e1 e3)

)−1 (
e⊤1
e⊤3

)
= (e1 e3)

(
e⊤1 e1 e⊤1 e3
e⊤3 e1 e⊤3 e3

)−1 (
e⊤1
e⊤3

)
= (e1 e3)

(
e⊤1
e⊤3

)
προσέξτε ότι ο μεσαίος όρος παραπάνω είναι I2

= e1e⊤1 + e3e⊤3 =

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0



Παρατηρήσεις : Προφανώς PV

ξ1ξ2ξ3
ξ4

 =

ξ10ξ3
0

 που θα μπορούσαμε να το ((μαντέψουμε)) από την αρχή. Δείτε όμως το

επόμενο παράδειγμα που αυτό δεν είναι εύκολο.

Ορθογώνια προβολή



Παράδειγμα

Έστω V = span{a, b} στον R4 όπου a = [1, 1, 1, 1]⊤ , b = [0, 1,−1, 3] οπότε V = [a, b]. και

PV = (a b)

((
a⊤

b⊤

)
(a b)

)−1 (
a⊤

b⊤

)
= (a b)

(
a⊤a a⊤b

b⊤a b⊤b

)−1 (
a⊤

b⊤

)

=

1 0
1 1
1 −1
1 3

(4 3
3 11

)−1 (
1 1 1 1
0 1 −1 3

)

=

1 0
1 1
1 −1
1 3

( 11
35

− 3
35

− 3
35

4
35

)(
1 1 1 1
0 1 −1 3

)

=


11
35

8
35

14
35

2
35

8
35

9
35

7
35

11
35

14
35

7
35

21
35

− 7
35

2
35

11
35

− 7
35

29
35


Παρατηρήσεις : P2V = PV = P⊤V , PVa = a, PVb = b, PV (γa + δb) = γa + δb (αναμενόμενο: PV v = v για κάθε

v ∈ V .)

Ορθογώνια προβολή



Αν μας έδιναν το παραπάνω PV και ένα τυχαίο διάνυσμα x = [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4]
⊤ τότε

PV x =
1

35

11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4
14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3 − 7ξ4
2ξ1 + 11ξ2 − 7ξ3 + 29ξ4



Για να επαληθεύσουμε ότι για κάθε x ∈ R4 , PV x ∈ V , αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει πάντα z ∈ R2 που ικανοποιεί το σύστημα Vz = PV x. Εξετάζουμε το
επαυξημένο σύστημα

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
1 1 8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4
1 −1 14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3 − 7ξ4
1 3 2ξ1 + 11ξ2 − 7ξ3 + 29ξ4


και το φέρνουμε σε ΑΓΚΜ,

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
0 1 −3ξ1 + ξ2 − 7ξ3 + 9ξ4
0 0 0
0 0 0


Προσέξτε ότι n = rank(A) = rank([A, b]) επομένως υπάρχει μοναδική λύση.



Παρατηρήσεις

Στη γενική περίπτωση, το (τετραγωνικό) μητρώο προβολής P δεν είναι αντιστρέψιμο.

Αυτό μπορεί να αναδειχθεί με διάφορους τρόπους.
Σκεπτικό : Έστω ότι ο αναφερόμαστε στον Rm . Αν υπήρχε αντίστροφο P−1 , για κάθε διάνυσμα του υπόχωρου v ∈ V θα

επέστρεφε ένα μοναδικό διάνυσμα του χώρου P−1v ∈ Rm . Επειδή ένας γνήσιος υπόχωρος είναι ((μικρότερος)), θα
υπάρχουν περισσότερα από ένα διανύσματα του χώρου των οποίων η προβολή στον υπόχωρο θα είναι το ίδιο διάνυσμα,
επομένως ο αντίστροφος δεν μπορεί να οριστεί (θα προβληματίζεται ποιό διάνυσμα του χώρου να επιλέξει). Π.χ. είδαμε ότι αν

V = span{e1, e3} στον R4 τότε PV

 1
5
2
−1

 = PV

 1
1000
2

−100

.

Μία απόδειξη Για να υπάρχει αντίστροφο, θα πρέπει το μητρώο P να είναι αντιστρέψιμο. Όμως η βάση V ∈ Rm×k περιέχει
λιγότερα διανύσματα από τη διάσταση όλου του χώρου, δηλ. k < m, επομένως

rank(P) ≤ min{rank(V), rank((V⊤V)−1), rank(V⊤)}.

Η τάξη των μητρώων στα δεξιά είναι k ή μικρότερη (αποδεικνύεται ότι είναι ακριβώς k) άρα το μητρώο δεν είναι πλήρους τάξης
και δεν είναι αντιστρέψιμο.

Ορθογώνια προβολή



Παρατήρηση

     

Γιατί αν οι στήλες των V και U είναι δύο διαφορετικές βάσεις για τον υπόχωρο προβολής, τότε

οι στήλες του ενός μπορούν να γραφτούν ως γραμμικοί συνδυασμοί των στηλών του άλλου

      

V = UM, V, U ∈ Rm×n,M ∈ Rn×n.

Άρα αν γράψουμε

P = V(V⊤V)−1V⊤

= (UM)((UM)⊤UM)−1(UM)⊤

= UM(M⊤U⊤UM)−1M⊤U

= U(M−⊤M⊤U⊤UMM−1)−1U

= U(U⊤U)−1U⊤

Ορθογώνια προβολή

Το ορθογώνιο μητρώο προβολής επί ενός υπόχωρου P είναι μοναδικό ( δεν εξαρτάται από τη 
βάση).

(ως μέλη του ίδου υπόχωρου). Επομένως υπάρχει αντιστρέψιμο μητρώο M τέτοιο ώστε



Παράδειγμα

Δίνονται b, u ̸= 0 ∈ Rm. Να βρείτε το α̃ ∈ R τ.ώ.

α = arg min
α

∥b − αu∥22.

       

γράφουμε τον υποδείκτη. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της νόρμας και το ότι b⊤u = u⊤b,

ϕ(α) = (b − αu)⊤(b − αu) = ∥b∥2 + α2∥u∥2 − 2αu⊤b

επομένως, από γνωστή θεωρία διαφορικού λογισμού, αν κάποιο α είναι ελαχιστοποιητής, θα

πρέπει
dϕ
dα = 0 και

d2ϕ
dα2 > 0. Παραγωγίζοντας:

dϕ

dα
= 2α∥u∥2 − 2u⊤b ⇒ α =

u⊤b

u⊤u

Επίσης,
d2ϕ
dα2 = 2∥u∥2 > 0. Επομένως, ο ελαχιστοποιητής είναι u⊤b

u⊤u
, άρα το διάνυσμα που

προσεγγίζει καλύτερα το b ως προς τη νόρμα-2 θα είναι το u⊤b
u⊤u

u. Προσέξτε ότι είναι ακριβώς

η ορθογώνια προβολή Pub του b στον υπόχωρο span{u}. Δηλ. no surprises!!!

Ορθογώνια προβολή

Στη συνέχεια (εκτός αν λέγεται κάτι διαφορετικό) θα χρησιμοποιούμε τη νόρμα-2 χωρίς να



2. Βέλτιστη προσέγγιση
Ορισµός 1

΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος µε εσωτερικό γινόµενο 〈·, ·〉. Εάν W είναι

ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος του X και {w1,w2, . . . ,wn} είναι µια

ορθοκανονική ϐάση του W και u είναι ένα διάνυσµα του X ορίζουµε την

ορθογώνια προβολή του u επί του W το διάνυσµα

proj
W
u := 〈u,w1〉w1 +〈u,w2〉w2 +·· ·+〈u,wn〉wn. (4)

Το διάνυσµα

u−proj
W
u= u−〈u,w1〉w1 −〈u,w2〉w2 −·· ·−〈u,wn〉wn (5)

ϑα το λέµε ορθογώνια στο W συνιστώσα του u.

Ο ορισµός του u−proj
W
u ως ορθογώνια στο W συνιστώσα του u διακαιολογείται

από το γεγονός ότι γράφοντας

u= proj
W
u+u−proj

W
u

ισχύει

〈proj
W
u,u−proj

W
u〉 = 0 ⇒ u−proj

W
u ∈W
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Θεώρηµα 3 (Βέλτιστη προσέγγιση)

Εάν W είναι ένας πεπερασµένης διάστασης υπόχωρος ενός διανυσµατικού

χώρου X µε εσωτερικό γινόµενο και επαγόµενη νόρµα ∥ ·∥, και εάν u ∈ X, τότε

για κάθε w ∈W µε w ̸= proj
W
u ισχύει

∥u−proj
W
u∥ < ∥u−w∥

δηλαδή το διάνυσµα proj
W
u είναι η ϐέλτιστη προσέγγιση του u από το W.

u

w

projW u

u−projW u

W
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Απόδειξη.

Γράφοντας

u−w= (proj
W
u−w)+ (u−proj

W
u)

επειδή proj
W
u−w είναι, ως διαφορά διανυσµάτων του W , διάνυσµα του W ϑα

είναι ορθογώνιο στο u−proj
W
u ∈W

⊥, κατά συνέπεια από το Πυθαγόρειο

Θεώρηµα ϑα έχουµε ότι

∥u−w∥2 = ∥proj
W
u−w∥2 +∥u−proj

W
u∥2.

Αφού w ̸= proj
W
u ϑα είναι ∥proj

W
u−w∥ > 0, εποµένως από την τελευταία

ισότητα έπεται ότι

∥u−w∥2 > ∥u−proj
W
u∥2.

απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο.
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Παρατήρηση 2

Το Θεώρηµα της ϐέλτιστης προσέγγισης µπορεί να διατυπωθεί και ως ένα

πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, συγκεκριµένα αν X είναι ένας διανυσµατικός

χώρος µε εσωτερικό γινόµενο και {w1, . . . ,wn} είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο

διανυσµάτων του X , τότε για κάθε διάνυσµα u του X ισχύει

min
λ1,...,λn

∥u−λ1w1 −·· ·−λnwn∥ = ∥u−〈u,w1〉w1 −·· ·−〈u,wn〉wn∥.

Πράγµατι υπολογίζοντας

∥u−λ1w1 −·· ·−λnwn∥2 = 〈u−
n∑

i=1

λiwi ,u−
n∑

i=1

λiwi〉

= 〈u,u〉−2

n∑
i=1

λi〈u,wi〉+
n∑

i,j=1

λiλj〈wi ,wj〉

= ∥u∥2 −2

n∑
i=1

λi〈u,wi〉+
n∑

i=1

λ2
i

= ∥u∥2 +
n∑

i=1

(λ2
i
−2λi〈u,wi〉)
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παρατήρηση συνέχεια

οπότε

∥u−λ1w1 −·· ·−λnwn∥2 = ∥u∥2 +
n∑

i=1

(λ2
i
−2λi〈u,wi〉+〈u,wi〉2 −〈u,wi〉2)

= ∥u∥2 −
n∑

i=1

〈u,wi〉2 +
n∑

i=1

(λi −〈u,wi〉)2

από την τελευταία ισότητα ϐλέπουµε ότι

min
λ1,...,λn

∥u−λ1w1 −·· ·−λnwn∥2 = ∥u∥2 −
n∑

i=1

〈u,wi〉2

και αυτό συµβαίνει όταν

λi = 〈u,wi〉 γιά κάθε i = 1,2, . . . ,n.

Συνεπώς

∥u−〈u,w1〉w1 −·· ·−〈u,wn〉wn∥ ≤ ∥u−λ1w1 −·· ·−λnwn∥.
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Παράδειγµα 2

Στο χώρο των συνεχών συναρτήσεων C [−1,1], µε εσωτερικό γινόµενο

〈f ,g〉 =
∫

1

−1

f(x)g(x)dx (6)

να ϐρεθεί η ϐέλτιστη προσέγγιση της f(x)= x
3 από πολυώνυµα ϐαθµού το πολύ

δύο.

Η ϐέλτιστη προσέγγιση της f είναι η προβολή της f επί του υπόχωρου P2[−1,1].
Μια ϐάση για τον P2 είναι η συνήθης, B = {1,x,x2}, αλλά αυτή δεν είναι

ορθοκανονική.

Βήµα 1. Βρίσκουµε µια ορθοκανονική, ως προς το εσωτερικό γινόµενο (6),

ϐάση στον P2 εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Gram-Schmidt στη συνήθη ϐάση

B = {1,x,x2}.

q0 = 1

∥q0∥2 =
∫

1

−1

1dx = 2 p0(x)= 1p
2
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παράδειγµα συνέχεια

q1(x)= x −〈x,p0〉p0(x),

〈x,p0〉 =
∫

1

−1

x
1p
2

dx = 0

∥q1∥2 =
∫

1

−1

x
2 dx = 2

3
p1(x)=

√
3

2
x

q2(x)= x
2 −〈x2,p0〉p0(x)−〈x2,p1〉p1(x)

〈x2,p0〉 =
∫

1

−1

x
2 1p

2
dx =

p
2

3

〈x2,p1〉 =
∫

1

−1

x
2

√
3

2
x dx = 0

∥q2∥2 =
∫

1

−1

(
x

2 − 1

3

)2

dx = 8

45
p2(x)=

√
45

8

(
x

2 − 1

3

)
.

΄Ετσι µια ορθοκανονική ϐάση για το P2[−1,1] αποτελείται από τα πολυώνυµα p0,

p1 και p2 τα οποία είναι τα τρία πρώτα πολυώνυµα Legendre.
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παράδειγµα συνέχεια

Βήµα 2. Η ϐέλτιστη προσέγγιση της f από πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ δύο είναι

projP2
f = 〈f ,p0〉p0 +〈f ,p1〉p1 +〈f ,p2〉p2.

Υπολογίζουµε λοιπόν

〈f ,p0〉 =
∫

1

−1

x
3 1p

2
dx = 0

〈f ,p1〉 =
∫

1

−1

x
3

√
3

2
x dx =

√
3

2

∫
1

−1

x
4 dx =

p
6

5

〈f ,p2〉 =
∫

1

−1

x
3

√
45

8

(
x

2 − 1

3

)
dx =

√
45

8

∫
1

−1

(
x

5 − 1

3
x

3
)
dx = 0

εποµένως

projP2
f(x)=

p
6

5

√
3

2
x = 3

5
x,

είναι η ϐέλτιστη προσέγγιση της f(x)= x
3 από πολυώνυµα του P2[−1,1].
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Προαιρετικό:
Στο τελευταίο Παράδειγµα δείξαµε ότι

min
a,b,c

∥x
3 −a−bx −cx

2∥ =
∥∥∥∥x

3 − 3

5
x

∥∥∥∥.

∆είχνουµε ότι το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να προκύψει εφαρµόζοντας µεθό-

δους του Απειροστικού Λογισµού. Θεωρούµε την συνάρτηση

E(a,b,c)= ∥x
3 −a−bx −cx

2∥2 =
∫

1

−1

(x3 −a−bx −cx
2)2 dx.

Για την εύρεση του ελαχίστου της E ϐρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της E , εδώ τα

σηµεία (a,b,c) για τα οποία

∂E

∂a
= ∂E

∂b
= ∂E

∂c
= 0.

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της Ανάλυσης(*)

∂

∂λ

∫
1

−1

(x3 −a−bx −cx
2)2 dx =

∫
1

−1

∂

∂λ
(x3 −a−bx −cx

2)2 dx (7)
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όπου λ ∈ {a,b,c}, και επιλύοντας το σύστηµα

∂E

∂a
=

∫
1

−1

−2(x3 −a−bx −cx
2)dx = 2a

∫
1

−1

−2adx +2c

∫
1

−1

x
2 dx = 4a+ 4

3
c = 0

∂E

∂b
=

∫
1

−1

−2x(x3 −a−bx −cx
2)dx =−2

∫
1

−1

x
4 dx +2b

∫
1

−1

x
2 dx =−4

5
+ 4

5
b = 0

∂E

∂c
=

∫
1

−1

−2x
2(x3 −a−bx −cx

2)dx = 2a

∫
1

−1

x
2 dx +2c

∫
1

−1

x
4 dx = 4

3
a+ 4

5
c = 0

ϐρίσκουµε a = 0, b = 3/5, και c = 0. Υπάρχει λοιπόν ένα κρίσιµο σηµείο και

επειδή

E(0,0,0)=
∫

1

−1

x
6 dx = 2

7

E(0,3/5,0)=
∫

1

−1

(
x

3 − 3

5
x

)2

dx =
∫

1

−1

(
x

6 − 6

5
x

4 + 9

25
x

2
)
dx = 2

7
− 6

25

έπεται ότι στο (0,3/5,0) η συνάρτηση E παίρνει την ελάχιστη τιµή της, όπως

εξάλλου είδαµε στο Παράδειγµα.
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Σηµειώσεις :

(*) Θεώρηµα. ΄Εστω ότι το ολοκλήρωµα

F(t)=
∫

b

a

φ(x, t)dx

υπάρχει για κάθε t ∈ [p,q]. Αν η µερική παράγωγος ∂φ/∂t είναι συνεχής

στο Q = {(x, t) : a ≤ x ≤ b, p ≤ t ≤ q}, τότε η F
′(t) υπάρχει για κάθε

t ∈ (p,q) επιπλέον

F
′(t)=

∫
b

a

∂

∂t
φ(x, t)dx.

Αν δυσπιστείτε για την ισχύ της (7) υπολογίστε∫
1

−1

(x3 −a−bx −cx
2)2 dx = ·· ·

= 2

7
+2a

2 + 2

3
b

2 + 2

5
c

2 + 4

3
ac− 4

5
b.
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3. Προσεγγίσεις ελαχίστων τετραγώνων
Για ένα σύστηµα Ax = b ένα διάνυσµα x ϑα είναι προσεγγιστική λύση αν η

ποσότητα ∥Ax−b∥ είναι ¨µικρή¨. ΄Εχουµε

∥Ax−b∥ = 0⇔Ax= b

κατά συνέπεια αν το σύστηµα δεν έχει λύση ϑα ϑέλαµε να γνωρίζουµε εκείνο

το διάνυσµα x για το οποίο η ποσότητα ∥Ax−b∥ είναι η ελάχιστη δυνατή. Αν

Ax−b=


e1

e2

...

en


έχουµε ότι

∥Ax−b∥2 = e
2
1 +e

2
2 +·· ·+e

2
n

,

κατά συνέπεια το διάνυσµα που ελαχιστοποιεί την ∥Ax− b∥ ελαχιστοποιεί το

άθροισµα e
2
1
+e

2
2
+·+e

2
n
. ΄Ενα τέτοιο διάνυσµα ϑα το λέµε λύση των ελαχίστων

τετραγώνων και την ποσότητα ∥Ax− b∥ ϑα τη λέµε σφάλµα των ελαχίστων
τετραγώνων.
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Πρόβληµα: Να ϐρεθεί η λύση ελαχίστων τετραγώνων για το σύστηµα Ax= b.

Αν W = rangeA είναι ο χώρος στηλών του µητρώου A, τότε

b= proj
W
b+ (b−proj

W
b), & proj

W
b⊥ b−proj

W
b,

έτσι

b−Ax= proj
W
b−Ax+b−proj

W
b, & proj

W
b−Ax⊥ b−proj

W
b, (8)

αφού Ax ∈ rangeA=W , εποµένως

∥b−Ax∥2 = ∥proj
W
b−Ax∥2 +∥b−proj

W
b∥2.

Κατά συνέπεια το σφάλµα ελαχιστοποιείται όταν Ax= proj
W
b, ισοδύναµα η λύση

των ελαχίστων τετραγώνων, η οποία υπάρχει πάντα (γιατί;), είναι η x̂ για την οποία

Ax̂= proj
W
b. (9)

΄Ετσι από την (8) παίρνουµε

b−Ax̂= b−proj
W
b, και b−proj

W
b ∈W

⊥,

κατά συνέπεια αφού b−proj
W
b ∈ nullAT (ϑεµελιώδες Θεώρηµα)

A
T(b−Ax̂)=A

T(b−proj
W
b)= 0
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εποµένως

A
T
Ax̂=A

Tb. (10)

Σηµειώνουµε ότι για την εύρεση του x̂ δεν χρειάζεται να ϐρούµε την προβολή

του b επί του W και στη συνέχεια να λύσουµε το σύστηµα Ax= proj
W
b. Η λύση

των ελαχίστων τετραγώνων προκύπτει από την (10). Την εξίσωση στην (10) λέµε

κανονική εξίσωση.

Παρατήρηση 3

Αν το µητρώο A
T
A είναι αντιστρέψιµο από την κανονική εξίσωση παίρνουµε

x̂= (AT
A)−1

A
Tb,

απ΄ όπου πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε A προκύπτει µέσω της (9) ότι

proj
W
b=Ax̂=A(AT

A)−1
A

Tb.

Η τελευταία σχέση µας λέει ότι για το µητρώο A το A(AT
A)−1

A
T προβάλει επί

του χώρου στηλών του A, όπως είδαµε στη ∆ιάλεξη 9.
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Εφαρµογή

Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων να ϐρεθεί η ευθεία που προσεγγίζει

καλύτερα τα σηµεία (x1,y1),(x2,y2) . . . ,(xn,yn) του επιπέδου.

΄Εστω y =α+βx η Ϲητούµενη ευθεία. Αν τα δοσµένα σηµεία ϐρίσκονταν επάνω

στην ευθεία ϑα είχαµε

y1 =α+βx1

y2 =α+βx2

...

yn =α+βxn


⇔


1 x1

1 x2

...
...

1 xn


(
α

β

)
=


y1

y2

...

yn

 ⇔ Ax= b.

Για την λύση των ελαχίστων τετραγώνων υπολογίζουµε

A
T
A=

(
1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

)
1 x1

1 x2

...
...

1 xn

=
(

n
∑

xj∑
xj

∑
x

2
j

)
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εφαρµογή συνέχεια
και

A
T
b =

(
1 1 . . . 1

x1 x2 . . . xn

)
y1

y2

...

yn

=
( ∑

yj∑
xjyj

)

η κανονική εξίσωση (10) γίνεται(
n

∑
xj∑

xj

∑
x

2
j

)(
α′

β′
)
=

( ∑
yj∑

xjyj

)
. (11)

Οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες, εκτός αν x1 = x2 = ·· · = xn (γιατί;)

κατά συνέπεια αν συµβολίσουµε µε a1 και a2 τις στήλες από την ανισότητα

Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz έχουµε

〈a1,a2〉2 < 〈a1,a1〉〈a2,a2〉⇔
( n∑

j=1

xj

)2

<
( n∑

j=1

1
2
)( n∑

j=1

x
2
j

)
= n

n∑
j=1

x
2
j
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εφαρµογή συνέχεια

εποµένως η ορίζουσα του µητρώου των συντελεστών στη κανονική εξίσωση είναι

διάφορη του µηδενόςαʹ, συνεπώς(
α′

β′
)
= 1

n
∑

x
2
j
− (

∑
xj)2

( ∑
x

2
j

−∑
xj

−∑
xj n

)( ∑
yj∑

xjyj

)
.

΄Ετσι τελικά οι συντελεστές στην ευθεία y =α′+β′
x των ελαχίστων τετραγώνων

είναι

α′ =
∑

x
2
j

∑
yj −∑

xjyj

∑
xj

n
∑

x
2
j
− (

∑
xj)2

, β′ = −∑
xj

∑
yj +n

∑
xjyj

∑
xj

n
∑

x
2
j
− (

∑
xj)2

. (12)

αʹ∆ιαφορετικά, η ορίζουσα του µητρώου των συντελεστών µε x= (
x1 x2 · · · xn

)T
είναι

n∥x∥2 −
( n∑
j=1

xj

)2

= ∥x∥2
(
n−

( n∑
j=1

xj

∥x∥
)2)

> 0

αφού xj ≤ |xj | = (x2
j
)1/2 < (x2

1
+ x

2
2
+·· ·+ x

2
n)

1/2 = ∥x∥, για κάθε j, όταν τουλάχιστον δύο από τα xj

είναι διάφορα του µηδενός.
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Οπτικοποίηση

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων



Εισαγωγή

Πολλές εφαρμογές οδηγούν σε μετρήσεις, π.χ. ζεύγη τιμών (ξ1, ψ1), . . . , (ξm, ψm)
(τα xj διαφορετικά) και αναζητούμε απλή συνάρτηση f που να προσαρμόζεται στις τιμές

αυτές (να τις μοντελοποιεί) όσο γίνεται καλύτερα. Εννοούμε ότι θα θέλαμε οι τιμές

f(ξ1), . . . , f(ξm) να είναι κοντά στις μετρήσεις.

Πιο γενικά, χρειάζεται να προσεγγίσουμε μία δύσκολη ή άγνωστη συνάρτηση ως

γραμμικό συνδυασμό γνωστών, απλούστερων συναρτήσεων.

Η επίλυση των προβλημάτων αυτών αφορά στη γενική θεωρία προσεγγίσεων και

ελαχιστοποίησης/αριστοποίησης.

Η Γραμμική Άλγεβρα συνεισφέρει καθοριστικά στην επίλυσή τους με προσεγγίσεις

Ελαχίστων Τετραγώνων και άλλες τεχνικές.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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