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Ορισµός 1

Αν V ένα µη κενό σύνολο και F είναι ένα σώµα, (στη πράξη F =R, ή F =C)

και αν ‘‘+’’ και ‘‘·’’ είναι δύο πράξεις, για τις οποίες ικανοποιούνται οι νόµοι

V1 x +y ∈ X , για κάθε x,y ∈ X

V2 x +y = y + x , για κάθε x,y ∈ X

V3 x + (y + z)= (x +y)+ z, για κάθε x,y ,z ∈ X

V4 υπάρχει 0 ∈ X τέτοιο ώστε 0+ x = x για κάθε x ∈ X

V5 για κάθε x ∈ X υπάρχει −x ∈ X έτσι ώστε −x + x = 0

V6 λ · x ∈ X , για κάθε x ∈ X και λ ∈F
V7 λ · (µ · x)= (λµ) · x , για κάθε x ∈ X και λ,µ ∈F
V8 1 · x = x , για κάθε x ∈ X

V9 λ · (x +y)=λ · x +λ ·y , για κάθε x,y ∈ X και λ ∈F
V10 (λ+µ) · x =λ · x +µ · x , για κάθε x ∈ X και λ,µ ∈F .

ϑα λέµε ότι η τριάδα (V ,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος (vector space)

πάνω στο σώµα F . Στη γενική περίπτωση γράφουµε V (F ). Το χώρο X(R) τον

λέµε πραγµατικό διανυσµατικό χώρο, ενώ τον X(C) τον λέµε µιγαδικό
διανυσµατικό χώρο . Τα στοιχεία του διανυσµατικού χώρου ϑα τα λέµε

διανύσµατα (vectors).
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1. Γραµµική εξάρτηση – γραµµική ανεξαρτησία
Αν a,b ∈ Rn και a = βb, για κάποια σταθερά β ϑα λέµε ότι τα δύο διανύσµατα

είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να γράψουµε

(−1)a+βb= 0.

Ας υποθέσουµε στη συνέχεια ότι ταa, καιb είναι διανύσµατα στοRn και υπάρχουν

σταθερές α και β, όχι και οι δύο µηδέν ώστε

αa+βb= 0.

΄Εστω ότι α ̸= 0, τότε ϑα είναι a=−(β/α)b=λb, δηλαδή το ένα είναι πολλαπλά-

σιο του άλλου, δηλαδή τα δύο διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Κατά συνέπεια οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

1 Τα διανύσµατα a, και b είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

2 Για κάποια σταθερά λ ισχύει a=λb.

3 Υπάρχουν σταθερές α και β όχι και οι δύο ίσες µε µηδέν ώστε

αa+βb= 0.
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Ορισµός 2 (6.2)

Για τα διανύσµατα u1,u2, . . . ,un του διανυσµατικού χώρου X(F ), ϑα λέµε ότι

(1) Είναι γραµµικά εξαρτηµένα (linearly dependent) εάν υπάρχουν σταθερές

c1,c2, . . . ,cn όχι όλες ίσες µε µηδέν ώστε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

(2) Είναι γραµµικά ανεξάρτητα (linearly independent) εάν οποτεδήποτε για

σταθερές c1,c2, . . . ,cn ισχύει

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0,

τότε αναγκαστικά c1 = c2 = ·· · = cn = 0.

Ισοδύναµα: Θεωρούµε την εξίσωση

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

Θα λέµε ότι τα διανύσµατα είναι :

γραµµικά ανεξάρτητα αν η εξίσωση έχει µόνο τη µηδενική λύση.

γραµµικά εξαρτηµένα αν η εξίσωση έχει µη µηδενική λύση.
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Παρατηρήσεις
Ας ϑεωρήσουµε τα διανύσµατα u1,u2, . . . ,un του διανυσµατικού χώρου X(F ).
(1) Εάν τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε κάποιο ή κάποια από

αυτά είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων. Πράγµατι υπάρχουν

σταθερές c1,c2, . . . ,cn µία τουλάχιστον από τις οποίες είναι διάφορη του

µηδενός ώστε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

΄Εστω, για παράδειγµα, ότι c2 ̸= 0, τότε

u2 =−c1

c2

u1 − c3

c2

u3 −·· ·− cn

c2

un

= c
′
1u1 +c

′
3u3 +·· ·+c

′
n
un.

(2) Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν κάποιο από τα διανύσµατα είναι

γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά

εξαρτηµένα. Πράγµατι αν, για παράδειγµα, υποθέσουµε ότι το διάνυσµα

u2 είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων, τότε

u2 = c1u1 +c3u3 +·· ·+cnun ⇒ c1u1 + (−1)u2 +c3u3 +·· ·+cnun = 0,

δηλαδή τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.
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(3) Εάν κάποιο από τα διανύσµατα είναι το µηδενικό, τότε τα διανύσµατα είναι

γραµµικά εξαρτηµένα. Πράγµατι υποθέτοντας, για παράδειγµα, ότι u2 = 0,

τότε για c1 = c3 = ·· · = cn = 0 και c2 ̸= 0 έχουµε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun = 0.

Παράδειγµα 1

Οι συναρτήσεις sin και cos είναι γραµµικά ανεξάρτητες στον χώρο C [−π,π] ή

C (R).

Πράγµατι αν ήταν γραµµικά εξαρτηµένες τότε η µια ϑα ήταν πολλαπλάσιο της

άλλης, ισοδύναµα για κάποια πραγµατική σταθερά λ ϑα ήταν sinx =λcosx , για

κάθε x . Τότε όµως ϑα έπρεπε

sin(π/2)=λcos(π/2)⇔ 1=λ0= 0

που είναι αδύνατο, άρα οι sin και cos είναι γραµµικά ανεξάρτητες.
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Παράδειγµα 2

∆είξτε ότι τρία διανύσµατα

a=
(
a1

a2

)
, b=

(
b1

b2

)
, c=

(
c1

c2

)
,

στο R2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Περίπτωση 1: Τα a και b είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Τότε υπάρχουν σταθερές

α,β µε α ̸= 0, ή β ̸= 0, ώστε αa+βb= 0. Για γ= 0 είναι

αa+βb+γc= 0

µε α ̸= 0, ή β ̸= 0, ισοδύναµα τα a,b,c είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Περίπτωση 2: Τα a και b είναι γραµµικά ανεξάρτητα. ∆είχνουµε ότι στη

περίπτωση αυτή είναι a1b2 −a2b1 ̸= 0. Επειδή a ̸= 0 και b ̸= 0 ϑα πρέπει b1 ̸= 0,

ή b2 ̸= 0 και a1 ̸= 0, ή a2 ̸= 0. ΄Εστω b1 ̸= 0, τότε αφού a ̸=λb για κάθε σταθερά

λ, ϑα πρέπει

a2 ̸= a1

b1

b2 αφού a1 = a1

b1

b1
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παράδειγµα συνέχεια

κατά συνέπεια a2b1 ̸= a1b2, ή∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ := a1b2 −a2b1 ̸= 0. (1)

Στη συνέχεια δείχνουµε ότι υπάρχουν σταθερές α και β ώστε c=αa+βb, ή

ισοδύναµα ότι το σύστηµα

a1α+b1β= c1

a2α+b2β= c2

(2)

µε αγνώστους τα α και β έχει λύση. Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση µε

b2 τη δεύτερη µε b1 και αφαιρώντας ϐρίσκουµε

(a1b2 −a2b1)α= b2c1 −b1c2 ⇒α= b2c1 −b1c2

a1b2 −a2b1

, (3)

αφού ο παρονοµαστής είναι διάφορος του µηδενός. ΄Οµοια

πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση µε a2 τη δεύτερη µε a1 και αφαιρώντας

ϐρίσκουµε

(a1b2 −a2b1)β= a1c2 −a2c1 ⇒β= a1c2 −a2c1

a1b2 −a2b1

.

΄Ετσι γι αυτά τα α και β έχουµε

αa+βb+ (−1)c= 0

συνεπώς τα a,b,c είναι γραµµικά εξαρτηµένα.
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παράδειγµα συνέχεια

(a1b2 −a2b1)β= a1c2 −a2c1 ⇒β= a1c2 −a2c1

a1b2 −a2b1

. (4)

΄Ετσι γι αυτά τα α και β έχουµε

αa+βb+ (−1)c= 0

συνεπώς τα a,b,c είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Ορισµός 3

Μια εξίσωση

a1x1 +a2x2 +·· ·+anxn = b,

µε a1,a2, . . . ,an,b πραγµατικές (ή µιγαδικές) σταθερές λέγεται γραµµική
εξίσωση στο Rn (ή στο Cn). ΄Ενα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων λέγεται

γραµµικό σύστηµα.
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Παρατήρηση 1

Στο Παράδειγµα 2 δείξαµε ότι αν τα διανύσµατα

a=
(
a1

a2

)
, b=

(
b1

b2

)
,

είναι γραµµικά ανεξάρτητα τότε ισχύει η (1), δηλαδή η ορίζουσα των

συνιστωσών των διανυσµάτων είναι διαφορετική του µηδενός. Ισχύει και το

αντίστροφο, δηλαδή αν η ορίζουσα των συνιστωσών είναι διαφορετική του

µηδενός, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι

υποθέτοντας ότι ισχύει η (1) και ϑεωρώντας την εξίσωση

αa+βb= 0,

δηλαδή µε c= 0, από τις (3), (4) ϐρίσκουµε α=β= 0 που είναι ο ισχυρισµός

µας.
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♣ ΄Ενα από τα αποτελέσµατα που δείξαµε στο Παράδειγµα 2 µπορεί να διατυπω-

ϑεί σε ‘‘οριζουσιακή’’ διάλεκτο ώς εξής: Ας ϑεωρήσουµε το γραµµικό σύστηµα

a1x +b1y = c1

a2x +b2y = c2

(5)

Εάν η ορίζουσα των συντελεστών

det(a b) :=
∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣= a1b2 −a2b1 (6)

είναι διάφορη του µηδενός, τότε το σύστηµα (5) έχει µοναδική λύση η οποία

δίνεται από τις σχέσεις

x = det(c b)
det(a b)

=

∣∣∣∣c1 b1

c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ , y = det(a c)
det(a b)

=

∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣ . (7)

Το αποτέλεσµα γενικεύεται και σε περισσότερες διαστάσεις (σύστηµα n γραµµι-

κών εξισώσεων µε n αγνώστους). Ο τύπος στην (7) λέγεται κανόνας του Cramer.

Θα επανέλθουµε σε επόµενο κεφάλαιο.
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Θεώρηµα 1

Εάν u1,u2, . . . ,un+1, είναι διανύσµατα στο Rn
, τότε είναι γραµµικά εξαρτηµµένα.

Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος πρέπει να δείξουµε ότι υπάρχουν σταθερές

c1,c2, . . . ,cn+1 όχι όλες ίσες µε µηδέν ώστε

c1u1 +c2u2 +·· ·+cn+1un+1 = 0. (8)

Αν

uk =
(
a

k

1 a
k

2 . . . a
k

n

)T
, k = 1,2, . . . ,n+1,

η εξίσωση (13) είναι ισοδύναµη µε ένα γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n+1

αγνώστους, τις σταθερές ck , k = 1,2, . . . ,n+1

a
1
1c1 +a

2
1c2 +·· ·+a

n+1
1 cn+1 = 0

a
1
2c1 +a

2
2c2 +·· ·+a

n+1
2 cn+1 = 0

...

a
1
n
c1 +a

2
n
c2 +·· ·+a

n+1
n

cn+1 = 0

(9)

Κατά συνέπεια αρκεί να δείξουµε ότι το σύστηµα (14) έχει µη µηδενική λύση.
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΄Ενα τέτοιο σύστηµα, του οποίου οι σταθερές στο δεξί µέλος είναι µηδέν, λέγεται

οµοιογενές (homogeneous). Αποδεικνύουµε λοιπόν το ισοδύναµο

Θεώρηµα 2

Κάθε οµοιογενές γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n+1 αγνώστους έχει µη

µηδενική λύση.

Παράδειγµα 3

Για το σύστηµα

2x +3y −2z = 0

4x −6y +2z = 0

η x = 1, y = 2, z = 4 είναι λύση. Υπάρχουν άλλες λύσεις ;

Πόρισµα 1

Εάν u1,u2, . . . ,un, είναι διανύσµατα στο Rm
, και n>m τότε τα διανύσµατα είναι

γραµµικά εξαρτηµµένα.
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2. Βάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου
Κάθε διάνυσµα u ∈R3 εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων

e1 =
1

0

0

 , e2 =
0

1

0

 , e3 =
0

0

1

 ,

έτσι ώστε αν u1,u2,u3 είναι οι συνστώσες του u, τότε

u= u1e1 +u2e2 +u3e3.

Από την τελευταία σχέση έπεται ότι αν c1e1+c2e2+c3e3 = 0, τότε c1 = c2 = c3 = 0

(γιατί;) δηλαδή τα διανύσµατα e1,e2,e3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Ορισµός 4

Θα λέµε ότι τα διανύσµατα b1,b2, . . . ,bn ενός διανυσµατικού χώρου X(F )
αποτελούν µια βάση (basis) του διανυσµατικού χώρου αν

(1) Τα διανύσµατα παράγουν το χώρο, δηλαδή span{b1,b2, . . . ,bn} = X , και

(2) Τα διανύσµατα b1,b2, . . . ,bn είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
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Παράδειγµα 4

Τα διανύσµατα

b1 =
1

0

0

 , b2 =
1

1

0

 , b3 =
1

1

1

 ,

αποτελούν µια ϐάση του R3.

Πράγµατι γράφονταςx

y

z

= a

1

0

0

+b

1

1

0

+c

1

1

1

=
a+b+c

b+c

c


ϐλέπουµε ότι για c = z, b = y − z, a = x −y για το τυχαίο διάνυσµα u= (

x y z

)T

έχουµε

u= (x −y)b1 + (y − z)b2 + zb3,

δηλαδή span{b1,b2,b3} =R3. Επιπλέον από την εξίσωση ab1 +bb2 +cb3 = 0
ϐρίσκουµε a+b+c

b+c

c

=
0

0

0

⇔


a+b+c = 0

b+c = 0

c = 0

απ΄ όπου µε ‘‘προς τα πίσω αντικατάσταση’’ προκύπτει a = b = c = 0, δηλαδή τα

διανύσµατα b1,b2,b3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, κατά συνέπεια αποτελούν µια

ϐάση για τον Re3
.
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παράδειγµα συνέχεια

ϐρίσκουµε a+b+c

b+c

c

=
0

0

0

⇔


a+b+c = 0

b+c = 0

c = 0

απ΄ όπου µε ‘‘προς τα πίσω αντικατάσταση’’ προκύπτει a = b = c = 0, δηλαδή τα

διανύσµατα b1,b2,b3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, κατά συνέπεια αποτελούν µια

ϐάση για τον R3.

Παρατήρηση 2

Από το Παράδειγµα (Π3) και την παρατήρηση στην εισαγωγή της παραγράφου

συµπεραίνουµε ότι η ϐάση ενός διανυσµατικού χώρου δεν είναι µοναδική. Για

παράδειγµα οι

B1 = {e1,e2,e3}, B2 = {b1,b2,b3}

είναι ϐάσεις του R3. Η ιδιαίτερη B1 λέγεται κανονική ϐάση. Γενικά η

B = {e1,e2, · · · ,en} µε ανάλογα ek λέγεται κανονική ϐάση για τον Rn.
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Το γεγονός ότι οι ϐάσεις B1 και B2 τουR3 περιέχουν τον ίδιο αριθµό διανυσµάτων

δεν είναι τυχαίο.

Θεώρηµα 3

Εάν {b1,b2, . . . ,bm} και {v1,v2, . . . ,vn} είναι ϐάσεις ενός διανυσµατικού χώρου X,

τότε m = n.

Ορισµός 5

Το πλήθος των στοιχείων µιας ϐάσης B ενός διανυσµατικού χώρου X λέγεται

διάσταση (dimension) του χώρου. Αν το B είναι πεπερασµένο σύνολο ϑα λέµε

ότι ο X έχει πεπερασµένη διάσταση, διαφορετικά ο X ϑα λέγεται

απειροδιάστατος χώρος. Αν η διάσταση του X είναι n, γράφουµε dimX = n. Αν

ο X είναι πεπερασµένης διάστασης γράφουµε dimX <∞.

Θεώρηµα 4

Εάν u1,u2, . . . ,un, είναι διανύσµατα του m-διάστατου χώρου X, δηλαδή

dimX =m, και n>m, τότε τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµµένα.
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Θεώρηµα 5

Εάν dimX <∞ και ο W είναι υπόχωρος του X, τότε

(1) Ο υπόχωρος W έχει πεπερασµένη διάσταση.

(2) dimW ≤ dimX.

(3) Εάν dimW = dimX, τότε W = X.

Θεώρηµα 6 (Επέκταση βάσης υποχώρου)

Εάν S = {w1,w2, . . . ,wk } είναι ένα σύνολο γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων

στο χώρο X πεπερασµένης διάστασης, και spanS ̸= X, τότε υπάρχουν

διανύσµατα wk+1,wk+2, . . . ,wn µε n= dimX, ώστε το σύνολο

{w1,w2, . . . ,wk ,wk+1,wk+2, . . . ,wn} να είναι µια ϐάση για τον X.

΄Ασκηση 1

∆είξτε ότι το σύνολο των διανυσµάτων B = {1,x,x2, . . . ,xn} είναι µια ϐάση για τον

Pn. Συµπεράνατε ότι dimPn = n+1.
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Παράδειγµα 5

Τα διανύσµατα

a1 =
1

1

0

 , a2 =
0

1

1

 ,

είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Πράγµατι

c1a1 +c2a2 = 0⇔
c1

c1

0

+
 0

c2

c2

=
 c1

c1 +c2

c2

=
0

0

0


απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι c1 = c2 = 0. Παράγουν κατά συνέπεια έναν διδιάστατο

υπόχωρο του R3, τον

W = span{a1,a2} =
{x

y

z

 : y = x + z, µε x,z ∈R
}

για τον οποίο αποτελούν µια ϐάση.

Ισχυριζόµαστε ότι εµπλουτίζοντας τη ϐάση {a1,a2} του W µε ένα διάνυσµα a3

του Re3
ώστε τα a1,a2,a3 να είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε παίρνουµε µια

ϐάση του Re3
. Επιλέγοντας ένα διάνυσµα που ‘‘καταστρέφει’’ τη δοµή των

στοιχείων του W για παράδειγµα

a3 =
0

1

0


ϐλέπουµε ότι τα a1,a2,a3 είναι όντως γραµµικά ανεξάρτητα (γιατί;) και επιπλέον

παράγουν τον χώρο Re3
, αφούx

y

z

=
x

x

0

+
0

z

z

+
 0

y − x − z

0

= xa1 + za2 + (y − x − z)a3.
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παράδειγµα συνέχεια

Ισχυριζόµαστε ότι εµπλουτίζοντας τη ϐάση {a1,a2} του W µε ένα διάνυσµα a3

του R3 ώστε τα a1,a2,a3 να είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε παίρνουµε µια

ϐάση του R3. Επιλέγοντας ένα διάνυσµα που ‘‘καταστρέφει’’ τη δοµή των

στοιχείων του W για παράδειγµα

a3 =
0

1

0


ϐλέπουµε ότι τα a1,a2,a3 είναι όντως γραµµικά ανεξάρτητα (γιατί;) και επιπλέον

παράγουν τον χώρο R3, αφούx

y

z

=
x

x

0

+
0

z

z

+
 0

y − x − z

0

= xa1 + za2 + (y − x − z)a3.
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3. Ευθύ άθροισµα υποχώρων
Εάν X είναι ένας διανυσµατικός χώρος και V ,W είναι υπόχωροι του X ορίζουµε

το άθροισµα των υποχώρων V και W

V +W = {v+w : v ∈V και w ∈W }.

Παρατηρούµε ότι V +W ⊆ X , επιπλέον δείχνουµε ότι το V +W είναι υπόχωρος

του X . Πράγµατι αν a,b ∈V +W , τότε a= v+w και b= v′+w′ για κάποια v,v′ ∈V

και w,w′ ∈W , και για λ,µ ∈R, έχουµε

λa+µb=λv+λw+µv′+µw′

= (λv+µv′)+ (λw+µw′)
= v′′+w′′

µε v′′ = λv+µv′ ∈ V και w′′ = λw+µw′ ∈ W , οπότε λa+µb ∈ V +W , κατά

συνέπεια το V +W είναι υπόχωρος του X .
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΄Εστω ότι V και W είναι υπόχωροι του X , και έστω ότι X = V +W . Αν x ∈ X και

x= v+w, µε v ∈V και w ∈W , τότε για u ∈V∩W ισχύει επίσης ότι x= v+u+w−u,

µε v+u ∈ V και w−u ∈ W , δηλαδή η αναπαράσταση ενός διανύσµατος του X

σαν άθροισµα ενός διανύσµατος του V και ενός του W δεν είναι µοναδική. Αν

όµως V ∩W = {0}, τότε µια τέτοια αναπαράσταση είναι µοναδική. Πράγµατι αν

x= v+w= v′+w′ µε v,v′ ∈V και w,w′ ∈W , τότε

0= (v+w)− (v′+w′)
= (v−v′)+ (w−w′)⇒ v−v′ =w′−w

οπότε v− v′ ∈ V ∩W και w′ −w ∈ V ∩W , οπότε από την υπόθεση έπεται ότι

v−v′ = 0 και w′−w= 0, δηλαδή v= v′ και w=w′.

Ορισµός 6

΄Εστω ότι V και W είναι υπόχωροι του διανυσµατικού χώρου X . Θα λέµε ότι ο X

είναι ευθύ άθροισµα (direct sum) των V και W εάν X =V +W και V ∩W = {0}.
Εάν ο X είναι ευθύ άθροισµα των V και W γράφουµε X =V ⊕W .
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Το Θεώρηµα 6 επέκτασης της ϐάσης µπορεί να διατυπωθεί και ως

Θεώρηµα 7

Εάν ο X είναι ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και V είναι

ένας υπόχωρος του X, τότε υπάρχει υπόχωρος W του X ώστε X =V ⊕W.

΄Ασκηση 2
΄Εστω

V =
{ x

y

2x +y

 : x,y ∈R
}

.

∆είξτε ότι

1 Το V µε τις πράξεις του R3 αποτελεί υπόχωρο του R3.

2 dimV = 2.

3 Να ϐρεθεί υπόχωρος W του R3, ώστε R3 =V ⊕W .

4 Ποια είναι η διάσταση του W (dimW = ;);

5 Είναι ο W ο µοναδικός υπόχωρος για τον οποίο R3 =V ⊕W .
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