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∆ιδάσκοντες:

Ευάγγελος Στεφανόπουλος, Ευστράτιος Γαλλόπουλος

΄Ωρες Γραφείου:

Τρίτη 11:00-13:00, Πέµπτη 16:00-18:00, ή διαφορετικά κατόπιν συνεννόησης.

Σύνδεσµος eclass:
https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1045/

Συγγράµµατα:

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα & Εφαρµογές, H. Anton, C. Rorres,

(µετάφραση) Εκδόσεις Gutenberg.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα, G. Strang (µετάφραση της 3ης

αγγλικής έκδοσης), Εκδόσεις Πανεπιστηµίου Πατρών.

Γραµµική ΄Αλγεβρα και Εφαρµογές, G. Strang (µετάφραση της 4ης

αµερικανικής έκδοσης), Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης.

Γραµµική ΄Αλγεβρα µια Εισαγωγή, Ε.Σ. σηµειώσεις (στο eclass).
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Βαθµωτά και διανυσµατικά µεγέθη

Η δύναµη του ανέµου ή η ταχύτητα ενός κινητού είναι τυπικές ϕυσικές οντότητες

οι οποίες για να περιγραφούν απαιτούνται περισσότερα δεδοµένα απ΄ ότι ένας

απλός αριθµός, που ϑα αρκούσε για παράδειγµα να περιγράψει τη ϑερµοκρασία

ή τη µάζα ενός σώµατος.

Τα µεγέθη αυτά τα λέµε διανυσµατικά και τα αντικείµενα που τα περιγράφουν

τα λέµε διανύσµατα. ΄Ενας ϕυσιολογικός τρόπος να αποτυπωθεί γραφικά ένα

τέτοιο µέγεθος είναι µε ένα ϐέλος µε συγκεκριµένη κατεύθυνση (κατεύθυνση

του ανέµου) και µε συγκεκριµένο µήκος (την ένταση του ανέµου). Μεγέθη τα

οποία για να περιγραφούν αρκεί ένας µόνο αριθµός, όπως για παράδειγµα η

ϑερµοκρασία, η µάζα, ο χρόνος, η ισχύς, λέγονται βαθµωτά.
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∆ιανύσµατα

Γεωµετρικά ένα διάνυσµα για παράδειγµα στο R3, παρίσταται µε ένα ϐέλος µε

αρχή το σηµείο (0,0,0), την αρχή των αξόνων, και πέρας ένα σηµείο (b1,b2,b3).
Τις συντεταγµένες του πέρατος τις λέµε συνιστώσες του διανύσµατος.

Συµφωνούµε να συµβολίζουµε τα διανύσµατα στο R2, R3 ή γενικότερα του Rn µε

παχειά γράµµατα, για παράδειγµα a, u, x, και να γράφουµε τις συνιστώσες κάθε

διανύσµατος σαν στήλη, έτσι έχουµε

a=
(
a1

a2

)
, b=

b1

b2

b3

 , x=


x1

x2

...

xn

 .

Κάθε τέτοιο διάνυσµα µπορεί να γραφεί, εφαρµόζοντας την πράξη της αναστρο-

ϕής (ϑα τη συζητήσουµε αργότερα), ως διάνυσµα-γραµµή στη µορφή

a= (
a1 a2

)T
, b= (

b1 b2 b3

)T
, x= (

x1 x2 · · · xn

)T
.
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Πράξεις µεταξύ διανυσµάτων

Εάν a και b είναι διανύσµατα στο Rn και λ ένας πραγµατικός αριθµός, στη

συνέχεια ϑα λέµε µια πραγµατική σταθερά ή απλά µια σταθερά, ορίζουµε τις

πράξεις πρόσθεση και πολλαπλασιασµό µε σταθερά σύµφωνα µε

a+b=


a1

a2

...

an

+


b1

b2

...

bn

=


a1 +b1

a2 +b2

...

an +bn

 , λa=λ


a1

a2

...

an

=


λa1

λa2

...

λan

 (1)

και της αφαίρεσης

a−b=


a1

a2

...

an

−


b1

b2

...

bn

=


a1 −b1

a2 −b2

...

an −bn

= a+ (−1)b
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Ορισµός

Εάν u και v είναι διανύσµατα στο Rn

(1) Το διάνυσµα u+v λέµε άθροισµα των u και v. Παρατηρούµε ότι

u+v= v+u.

(2) Το διάνυσµα του οποίου όλες οι συνιστώσες είναι ίσες µε 0 το λέµε

µηδενικό διάνυσµα ή απλά µηδέν και το συµβολίζουµε µε 0.

(3) Ορίζουµε το αντίθετο διάνυσµα του u να είναι το διάνυσµα −u για το οποίο

−u+u= 0.

(4) Το διάνυσµα u−v λέµε διαφορά του v από το u. Από τις ιδιότητες των

πραγµατικών αριθµών, ή από το (1), έπεται ότι u−v=−v+u.

(5) Θα λέµε ότι τα διανύσµατα u και v είναι ίσα και ϑα γράφουµε u= v αν και

µόνον αν ui = vi για κάθε i = 1,2, . . . ,n.

Σηµειώνουµε ότι

u= v ⇔ u−v= 0.
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Θεώρηµα (Ιδιότητες των διανυσµάτων)

Εάν u, v και w είναι διανύσµατα, και λ και µ είναι πραγµατικές σταθερές, τότε

ισχύουν οι νόµοι

(1) u+ (v+w)= (u+v)+w
(2) u+0= u
(3) λ(µu)= (λµ)u

(4) (λ+µ)u=λu+µu
(5) λ(u+v)=λu+λv
(6) 1u= u

Ορισµός

Εάν u είναι διάνυσµα στο Rn και

u= (
u1 u2 . . . un

)T

ορίζουµε το µέτρο ή ℓ2-νόρµα του u να είναι ο µη αρνητικός αριθµός

∥u∥ :=
√

u
2
1
+u

2
2
+·· ·+u

2
n.

Το µέτρο ή νόρµα του u είναι η ευκλείδεια απόσταση του σηµείου (u1,u2, . . . ,un)
από την αρχή των αξόνων.
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Παρατήρηση

Παρατηρούµε ότι ∥u∥ = 0 αν και µόνο αν u= 0. Επίσης αν λ ∈R και u είναι

διάνυσµα στο Rn, τότε

∥λu∥ =
√
(λu1)

2 + (λu2)
2 +·· ·+ (λun)

2

= |λ|
√

u
2
1
+u

2
2
+·· ·+u

2
n = |λ|∥u∥,

όπου |λ| είναι η απόλυτη τιµή του λ.

Ορισµός

΄Ενα διάνυσµα u λέγεται µοναδιαίο αν ∥u∥ = 1.

Αν το u είναι µη µηδενικό διάνυσµα, τότε το διάνυσµα (1/∥u∥)u είναι µοναδιαίο,

αφού ∥∥∥∥ 1

∥u∥u
∥∥∥∥= 1

∥u∥∥u∥ = 1.

Το µοναδιαίο αυτό διάνυσµα το γράφουµε και σαν u/∥u∥.
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Παρατήρηση (Μηδείς αγεωµέτρητος εισίτω)

x

y

0

b

a

a+b

a−b

−b

u=
(
x

y

)

Σχήµα: Το αθροίσµα και η διαφορά δύο διανυσµάτων a και b στο Rn. Αν το ένα δεν είναι

πολλαπλάσιο του άλλου, τότε τα διανύσµατα αυτά ορίζουν ένα (µοναδικό) παραλληλό-

γραµµο και το a+b αντιστοιχεί στη διαγώνιό του από την αρχή των αξόνων.
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Παρατήρηση (συνέχεια)

Αναφερόµενοι στο Σχήµα 1 ας υποθέσουµε ότι

a=
(
a1

a2

)
, a1 ̸= 0.

Αν το σηµείο (x,y) είναι τυχαίο σηµείο της ευθείας οποία περιέχει το δάνυσµα

a, τότε y =mx , όπου m είναι η κλίση του τµήµατος από το (0,0) στο (a1,a2),
δηλαδή m = a2/a1. ΄Ετσι(

x

y

)
=

(
x

mx

)
= x

(
1

m

)
= ta1

(
1

m

)
= t

(
a1

ma1

)
= t

(
a1

a2

)
= ta

για κάποιο t ∈R. Κατά συνέπεια η εξίσωση της ευθείας η οποία περιέχει το

διάνυσµα a εκφράζεται, σε διανυσµατική µορφή, ως

r(t)= ta, t ∈R.

Ποια είναι η εξίσωση της ευθείας όταν a1 = 0;
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Ορισµός

Αν u1,u2, . . . ,uk είναι διανύσµατα και c1,c2, . . . ,ck είναι σταθερές το διάνυσµα

w= c1u1 +c2u2 +·· ·+ckuk

λέγεται γραµµικός συνδυασµός (linear combination) των διανυσµάτων

u1,u2, . . . ,uk .

Παράδειγµα (1.1)

Εξετάζουµε αν το u= (
3 2

)T
είναι γραµµικός συνδυασµός των a= (

1 1
)T

και

b= (
1 0

)T
;

Αναζητάµε σταθερές λ και µ ώστε

u=λa+µb⇔
(
3

2

)
=λ

(
1

1

)
+µ

(
1

0

)
⇔

(
3

2

)
=

(
λ+µ

λ

)
⇔

{
λ= 2

µ= 1

Κατά συνέπεια το u είναι γραµµικός συνδυασµός των a και b.
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Παρατήρηση

Αν u είναι ένα διάνυσµα στο R3, τότε

u=
u1

u2

u3

=
u1

0

0

+
 0

u2

0

+
 0

0

u3

= u1

1

0

0

+u2

0

1

0

+u3

0

0

1


δηλαδή κάθε διάνυσµα στο R3 εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των

διανυσµάτων

e1 =
1

0

0

 , e2 =
0

1

0

 , e3 =
0

0

1

 ,

ισοδύναµα

u= u1e1 +u2e2 +u3e3.

Υπό αυτή την έννοια µπορούµε να πούµε ότι τα διανύσµατα e1, e2 και e3

παράγουν τον τριδιάστατο χώρο R3.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆01+02 ∆ιανύσµατα 2&4/X/2023 12 / 23

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Παρατήρηση (συνέχεια)

Γενικώς αν στο Rn ορίσουµε το διάνυσµα ek µε 1 στην k γραµµή και 0 στις

υπόλοιπες, k = 1,2, . . . ,n, δηλαδή

e1 =


1

0

0

...

0

 , e2 =


0

1

0

...

0

 , · · · , en =


0

0

...

0

1

 , (2)

τότε κατ΄ αναλογία µε το R3 κάθε διάνυσµα u= (
u1 u2 · · · un

)T
εκφράζεται ως

γραµµικός συνδυασµός των ek , δηλαδή

u= u1e1 +u2e2 +·· ·+unen.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆01+02 ∆ιανύσµατα 2&4/X/2023 13 / 23

ΕΣ
τΤΜ

ΗΥΠ



Ας υποθέσουµε ότι a και b είναι δύο διανύσµατα στο R2 τα οποία δεν περιέχονται

στην ίδια ευθεία και u ένα τρίτο διάνυσµα ‘‘µεταξύ’’ των a και b όπως στο Σχήµα

0

b

a

u

λa

µb

∆ιαµορφώνοντας το παραλληλόγραµµο µε διαγώνιο το u και ένα Ϲευγάρι πλευ-

ϱών κατά µήκος των ευθειών που ορίζουν τα a και b ϐλέπουµε ότι υπάρχουν

ϑετικές σταθερές λ και µ (εδώ λ> 1 και 0<µ< 1) ώστε

u=λa+µb.
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Γενικεύοντας συµπεραίνουµε ότι το σύνολο των διανυσµάτων

S = {λa+µb :λ≥ 0 και µ≥ 0}

περιγράφει τον ‘‘κώνο’’ που ορίζουν τα διανύσµατα a στο b, δηλαδή το τµήµα

του επιπέδου µεταξύ της γωνίας από το a στο b το οποίο περιέχει το a+b.

΄Ασκηση (1.1)

Εάν

a=
(
a1

a2

)
, b=

(
b1

b2

)
είναι διανύσµατα στο R2 µε a1 > b1 > 0, b2 > a2 > 0, όπως στο προηγούµενο

σχήµα, εξηγείστε τι περιγράφει καθένα από τα σύνολα

(αʹ) S1 = {λa+µb :λ≤ 0 και µ≤ 0}.

(βʹ) S2 = {λa+µb :λ ∈R και µ≥ 0}.

(γʹ) S3 = {λa+µb :λ ∈R και µ ∈R}.

(δʹ) S4 = {a+µb :µ ∈R}.
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ: Το χρωµατικό µοντέλο RGB
Ο σχηµατισµός των χρωµάτων στην οθόνη ενός υπολογιστή στηρίζεται στο µοντέ-

λο RGB. Το όνοµα προέρχεται από τα ϐασικά χρώµατα κόκκινο (Red), πράσσινο

(Green) και µπλε (Blue). Το κόκκινο χρώµα αντιστοιχεί στο διάνυσµα r, το πράσσι-

νο στο g και το µπλε στο b όπου

r=
1

0

0

 , g=
0

1

0

 , b=
0

0

1

 ,

ϐλέπε Σχήµα 2. Τα υπόλοιπα χρώµατα παράγονται αναµιγνύοντας κατάλληλες

ποσότητες από τα τρία ϐασικά χρώµατα, κατά συνέπεια κάθε χρώµα εκφράζεται

σαν γραµµικός συνδυασµός των r, g και b µε συντελεστές µεταξύ 0 και 1, ώστε

καθένας από τους συντελεστές να εκφράζει το ποσοστό του αντίστοιχου ϐασικού

χρώµατος στο µίγµα. ΄Ετσι το διάνυσµα

c= c1r+c2g+c3b= (
c1 c2 c3

)T

αντιστοιχεί στο χρώµα που προκύπτει αναµιγνύοντας c1 µέρη κόκκινου, c2 µέρη

πράσσινου, και c3 µέρη µπλε. Τα διανύσµατα r, g και b ορίζουν τον χρωµατικό
κύβο RGB.
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(0,0,0)
Black

(1,0,0)
Red

(0,0,1)
Blue

(0,1,0)

Green

(1,0,1)
Magenta

(1,1,0)
Yellow

(0,1,1)

Cyan

White

(1,1,1)

Σχήµα: Ο χρωµατικός κύβος RGB.
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Στις κορυφές του κύβου πέραν των τριών ϐασικών χρωµάτων, αντιστοιχούν τα

χρώµατα κίτρινο, ϕούξια (magenta), κυανό, µαύρο και άσπρο. Στο σχήµα διακρί-

νονται τα διανύσµατα

1

4
r+ 1

4
b=

0.25

0

0.25

 ,
1

2
r+ 1

2
b=

0.5
0

0.5

 ,
3

4
r+ 3

4
b=

0.75

0

0.75

 , r+b=
1

0

1


κατά µήκος της διαγωνίου από το µαύρο στο ϕούξια, τα

1

4
r+ 1

4
g=

0.25

0.25

0

 ,
1

2
r+ 1

2
g=

0.5
0.5
0

 ,
3

4
r+ 3

4
g=

0.75

0.75

0

 , r+g=
1

1

0

 .

κατά µήκος της διαγωνίου από το µαύρο στο κίτρινο, καθώς και διάφορα διανύ-

σµατα στη ϐάση του κύβου (στο κόκκινο-πράσινο επίπεδο). Τα διανύσµατα της

µορφής

a= ar+ag+ab= (
a a a

)T
µε 0< a < 1,

δηλαδή αυτά κατά µήκος της διαγωνίου από το µαύρο στο άσπρο, αντιστοιχούν

στις, τόσες όσοι οι πραγµατικοί αριθµοί στο διάστηµα (0,1), αποχρώσεις του γκρι.
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Σχήµα: Τρεις έδρες του χρωµατικού κύβου RGB.
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Εσωτερικό γινόµενο

Εάν a,b ∈Rn ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο a ·b των διανυσµάτων a και b, ως

a ·b=


a1

a2

...

an

 ·


b1

b2

...

bn

= a1b1 +a2b2 +·· ·+anbn.

Θεώρηµα (Ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου)

Εάν u,v,w είναι διανύσµατα στο Rn
και λ ∈R, τότε

(1) u ·v= v ·u.

(2) u · (v+w)= u ·v+u ·w.

(3) λ(u ·v)= (λu) ·v.

(4) u ·u≥ 0 και u ·u= 0 αν και µόνο αν u= 0.
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Θεώρηµα

Εάν u,v,w είναι διανύσµατα στο Rn
και λ ∈R, τότε

(1) 0 ·u= u ·0= 0.

(2) (u+v) ·w= u ·w+v ·w.

(3) λ(u ·v)= u · (λv).
(4) u · (v−w)= u ·v−u ·w.

(5) (u−v) ·w= u ·w−v ·w.

Απόδειξη Αποδεικνύουµε τα (2), (3) και (4).

(2) (u+v) ·w=w · (u+v)=w ·u+w ·v= u ·w+v ·w
(3) u · (λv)= (λv) ·u=λ(v ·u)=λ(u ·v)
(4)

u · (v−w)= u ·v+u · (−w)
= u ·v+ (−1)(u ·w)
= u ·v−u ·w
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Αν u= (
u1 . . . un

)T ∈Rn, τότε ∥u∥ = (u2
1
+·· ·+u

2
n
)1/2, κατά συνέπεια

∥u∥ =p
u ·u (3)

Αν u και v είναι δύο διανύσµατα στο Rn που δεν περιέχονται στην ίδια ευθεία,

τότε ορίζουν ένα τρίγωνο µε µήκη πλευρών ∥u∥ ∥v∥ και ∥u− v∥. Αν θ είναι η

γωνία µεταξύ των διανυσµάτων u και v, ϐλέπε Σχήµα, τότε 0 < θ < π και από τον

νόµο του συνηµιτόνου έπεται ότι

0 u

γ= ∥u−v∥
v

θ

∥u−v∥2 = ∥u∥2 +∥v∥2 −2∥u∥∥v∥cosθ. (4)
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Από την άλλη µεριά από την (3) και τις ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου

παίρνουµε

∥u−v∥2 = (u−v) · (u−v)

= u · (u−v)−v · (u−v)

= u ·u−v ·u−u ·v+v ·v
= ∥u∥2 −2u ·v+∥v∥2

(5)

Συγκρίνοντας τις (4) και (5) ϐρίσκουµε ότι

u ·v= ∥u∥∥v∥cosθ.

Το αποτέλεσµα ισχύει όταν θ = 0, ή θ =π, αφού στην περίπτωση αυτή u=λv µε

λ> 0 όταν θ = 0, και λ< 0 όταν θ =π. Αποδείξαµε λοιπόν το

Θεώρηµα

Εάν u και v είναι δύο διανύσµατα στο Rn
, και θ είναι η γωνία µεταξύ των δύο

αυτών διανυσµάτων µε 0≤ θ ≤π, τότε για το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο

ισχύει

u ·v= ∥u∥∥v∥cosθ. (6)
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