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Προβολές: Ανασκόπηση θεωρίας & Παραδείγματα II

Οι δύο περιπτώσεις είναι διαφορετικές, δηλ. γενικά (Range(P))⊥ ̸= Null(P).

Αν ισχύει ότι P = P⊤, τότε (Range(P))⊥ = Null(P⊤) = Null(P), οι δύο περιπτώσεις
συμπίπτουν και οι υπόχωροι Range(P) και Null(P) είναι ορθογώνιοι μεταξύ τους. Στην
περίπτωση αυτή, ο P ονομάζεται τελεστής ορθογώνιας προβολής επί του M.

Διαφορετικά ονομάζεται τελεστής πλάγιας προβολής (ή πλαγιογώνιας προβολής) επί
του M.

Προσέξτε γενικά ότι με κάθε τελεστή πλάγιας προβολής P, εμπλέκονται οι εξής
επιπλέον υπόχωροι, οι οποίοι είναι ορθογώνιοι μεταξύ τους:

ο υπόχωρος, έστω N , παράλληλα στον οποίο επιτελείται η προβολή, δηλ. παράλληλα

στον οποίο κείται το υπόλοιπο x − Px.

είτει ο υπόχωρος, έστω L, επί του οποίου το υπόλοιπο είναι κάθετο.

Οι υπόχωροι N ,L είναι ορθογώνιοι μεταξύ τους.

Στη συνέχεια θα αναφερόμαστε σχεδόν αποκλειστικά σε ορθογώνιες προβολές.

Ορθογώνια προβολή
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Ορθογώνια προβολή
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Παραδείγματα

Ο δ.χ. είναι το R3 και μας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1, e2}. Τότε αν

x =

 1
2
−1


⇒ προβολή επί του S είναι xS =

 0
0
−1


⇒ προβολή επί του T είναι xT =

1
2
0



Ορθογώνια προβολή
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Παραδείγματα

Ο δ.χ. είναι το R3 και μας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1, e2}. Τότε αν

x =

 1
2
−1


⇒ προβολή επί του S είναι xS =

 0
0
−1

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 1
2
−1


⇒ προβολή επί του T είναι xT =

1
2
0

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 1
2
−1



Ορθογώνια προβολή
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Απλό παράδειγμα

Ο δ.χ. είναι το R3 και μας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1, e2}. Τότε αν x = (1, 2,−1)⊤

⇒ xS = PSx, όπου PS :=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
= e3(e

⊤
3 e3)

−1e⊤3

⇒ xT = PT x, όπου PT :=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)

= (e1 e2)

((
e⊤1
e⊤2

)
(e1 e2)

)−1(
e⊤1
e⊤2

)

Ορθογώνια προβολή
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Αναπαράσταση ορθογώνιας προβολής με μητρώα
Προβολή σε 1 διάσταση

Κάθε μονοδιάστατος υποχώρος του Rn αποτελείται από διανύσματα που είναι συγγραμμικά με
κάποιο διάνυσμα, έστω u ∈ Rn. Δοθέντος του u, το μητρώο

P :=
uu⊤

u⊤u

είναι ο τελεστής ορθογώνιας προβολής επί του υπόχωρου M = span{u}.

Εξετάζουμε την επίδραση του P σε τυχαίο x ∈ Rn:

uu⊤

u⊤u
x =

u

∥u∥
u⊤x

∥u∥
= û∥x∥ cos(x, u), ’opou û =

u

∥u∥

Το Px είναι η ορθογώνια προβολή του x επί του M.

Προσέξτε ότι

(Px)⊤(x − Px) = 0 ⇒ x − Px ⊥ Px

που επιβεβαιώνει την ορθογωνιότητα

Ορθογώνια προβολή
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Παράδειγμα Ανu = [1, 2, 3]⊤, τότε

P =
1

14


1 2 3

2 4 6

3 6 9


Για τυχαίο x = [ξ1, ξ2, ξ3]

⊤

Px =
1

14


ξ1 + 2 ξ2 + 3 ξ3

2 ξ1 + 4 ξ2 + 6 ξ3

3 ξ1 + 6 ξ2 + 9 ξ3


=

ξ1 + 2 ξ2 + 3 ξ3
14

 1
2
3

 .

Ορθογώνια προβολή
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Παράδειγμα

Δίνονται b, u ̸= 0 ∈ Rm. Να βρείτε το α̃ ∈ R τ.ώ.

α = arg min
α

∥b − αu∥22.

Στη συνέχεια (εκτός αν λέγται κάτι διαφορετικό) θα χρησιμοποιούμε τη νόρμα-2 χωρίς να

γράφουμε τον υποδείκτη. Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της νόρμας και το ότι b⊤u = u⊤b,

ϕ(α) = (b − αu)⊤(b − αu) = ∥b∥2 + α2∥u∥2 − 2αu⊤b

επομένως, από γνωστή θεωρία διαφορικού λογισμού, αν κάποιο α είναι ελαχιστοποιητής, θα

πρέπει
dϕ
dα = 0 και

d2ϕ
dα2 > 0. Παραγωγίζοντας:

dϕ

dα
= 2α∥u∥2 − 2u⊤b ⇒ α =

u⊤b

u⊤u

Επίσης,
d2ϕ
dα2 = 2∥u∥2 > 0. Επομένως, ο ελαχιστοποιητής είναι u⊤b

u⊤u
, άρα το διάνυσμα που

προσεγγίζει καλύτερα το b ως προς τη νόρμα-2 θα είναι το u⊤b
u⊤u

u. Προσέξτε ότι είναι ακριβώς

η ορθογώνια προβολή Pub του b στον υπόχωρο span{u}. Δηλ. no surprises!!!

Ορθογώνια προβολή
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Μητρώα προβολής

Ορισμός

Ένα μητρώο P ∈ Rn×n αποκαλείται μητρώο προβολής αν είναι αυτοπαθέςαʹ, δηλ. PP = P.
Ένα μητρώο προβολής P αποκαλείται μητρώο ορθογώνιας προβολής αν επιπλέον είναι

συμμετρικό

αʹ idempotent

Κατασκευή μητρώων ορθογώνιας προβολής

Έστω ο υπόχωρος V = span{v1, ..., vn} όπου τα vi είναι γραμμικά ανεξάρτητα, άρα

αποτελούν βάση. Αν V = (v1, ..., vn), τότε το μητρώο

P = V(V⊤V)−1V⊤

είναι το μητρώο ορθογώνιας προβολής επί του V . Προσεξτε ότι το μητρώο δεν εξαρτάται από

τη βάση.

Ορθογώνια προβολή
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Παράδειγμα

Έστω span{e1, e3} στον R4 τότε V = [e1, e3] και

PV = (e1 e3)

((
e⊤1
e⊤3

)
(e1 e3)

)−1 (
e⊤1
e⊤3

)
= (e1 e3)

(
e⊤1 e1 e⊤1 e3
e⊤3 e1 e⊤3 e3

)−1 (
e⊤1
e⊤3

)
= (e1 e3)

(
e⊤1
e⊤3

)
προσέξτε ότι ο μεσαίος όρος παραπάνω είναι I2

= e1e⊤1 + e3e⊤3 =

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0



Παρατηρήσεις : Προφανώς PV

ξ1ξ2ξ3
ξ4

 =

ξ10ξ3
0

 που θα μπορούσαμε να το ((μαντέψουμε)) από την αρχή. Δείτε όμως το

επόμενο παράδειγμα που αυτό δεν είναι εύκολο.

Ορθογώνια προβολή
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Παράδειγμα

Έστω V = span{a, b} στον R4 όπου a = [1, 1, 1, 1]⊤ , b = [0, 1,−1, 3] οπότε V = [a, b]. και

PV = (a b)

((
a⊤

b⊤

)
(a b)

)−1 (
a⊤

b⊤

)
= (a b)

(
a⊤a a⊤b

b⊤a b⊤b

)−1 (
a⊤

b⊤

)

=

1 0
1 1
1 −1
1 3

(4 3
3 11

)−1 (
1 1 1 1
0 1 −1 3

)

=

1 0
1 1
1 −1
1 3

( 11
35

− 3
35

− 3
35

4
35

)(
1 1 1 1
0 1 −1 3

)

=


11
35

8
35

14
35

2
35

8
35

9
35

7
35

11
35

14
35

7
35

21
35

− 7
35

2
35

11
35

− 7
35

29
35


Παρατηρήσεις : P2V = PV = P⊤V , PVa = a, PVb = b, PV (γa + δb) = γa + δb (αναμενόμενο: PV v = v για κάθε

v ∈ V .)

Ορθογώνια προβολή
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Αν μας έδιναν το παραπάνω PV και ένα τυχαίο διάνυσμα x = [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4]
⊤ τότε

PV x =
1

35

11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4
14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3 − 7ξ4
2ξ1 + 11ξ2 − 7ξ3 + 29ξ4



Για να επαληθεύσουμε ότι για κάθε x ∈ R4 , PV x ∈ V , αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει πάντα z ∈ R2 που ικανοποιεί το σύστημα Vz = PV x. Εξετάζουμε το
επαυξημένο σύστημα

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
1 1 8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4
1 −1 14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3 − 7ξ4
1 3 2ξ1 + 11ξ2 − 7ξ3 + 29ξ4


και το φέρνουμε σε ΑΓΚΜ,

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4
0 1 −3ξ1 + ξ2 − 7ξ3 + 9ξ4
0 0 0
0 0 0


Προσέξτε ότι n = rank(A) = rank([A, b]) επομένως υπάρχει μοναδική λύση.
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Παρατηρήσεις

Στη γενική περίπτωση, το (τετραγωνικό) μητρώο προβολής P δεν είναι αντιστρέψιμο.

Αυτό μπορεί να αναδειχθεί με διάφορους τρόπους.
Σκεπτικό : Έστω ότι ο αναφερόμαστε στον Rm . Αν υπήρχε αντίστροφο P−1 , για κάθε διάνυσμα του υπόχωρου v ∈ V θα

επέστρεφε ένα μοναδικό διάνυσμα του χώρου P−1v ∈ Rm . Επειδή ένας γνήσιος υπόχωρος είναι ((μικρότερος)), θα
υπάρχουν περισσότερα από ένα διανύσματα του χώρου των οποίων η προβολή στον υπόχωρο θα είναι το ίδιο διάνυσμα,
επομένως ο αντίστροφος δεν μπορεί να οριστεί (θα προβληματίζεται ποιό διάνυσμα του χώρου να επιλέξει). Π.χ. είδαμε ότι αν

V = span{e1, e3} στον R4 τότε PV

 1
5
2
−1

 = PV

 1
1000
2

−100

.

Μία απόδειξη Για να υπάρχει αντίστροφο, θα πρέπει το μητρώο P να είναι αντιστρέψιμο. Όμως η βάση V ∈ Rm×k περιέχει
λιγότερα διανύσματα από τη διάσταση όλου του χώρου, δηλ. k < m, επομένως

rank(P) ≤ min{rank(V), rank((V⊤V)−1), rank(V⊤)}.

Η τάξη των μητρώων στα δεξιά είναι k ή μικρότερη (αποδεικνύεται ότι είναι ακριβώς k) άρα το μητρώο δεν είναι πλήρους τάξης
και δεν είναι αντιστρέψιμο.

Ορθογώνια προβολή
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Παρατήρηση

Το (τετραγωνικό) μητρώο προβολής P είναι μοναδικό ( δεν εξαρτάται από τη βάση).

Γιατί αν οι στήλες των V και U είναι δύο διαφορετικές βάσεις για τον υπόχωρο προβολής, τότε

οι στήλες του ενός μπορούν να γραφτούν ως γραμμικοί συνδυασμοί των στηλών του άλλου

(ως μέλη του ίδου υπόχωρου). Επομένως υπάρχει αντιστρέψιμο τέτοιο ώστε

V = UM, V, U ∈ Rm×n,M ∈ Rn×n.

Άρα αν γράψουμε

P = V(V⊤V)−1V⊤

= (UM)((UM)⊤UM)−1(UM)⊤

= UM(M⊤U⊤UM)−1M⊤U

= U(M−⊤M⊤U⊤UMM−1)−1U

= U(U⊤U)−1U⊤

Ορθογώνια προβολή
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Εισαγωγή

Πολλές εφαρμογές οδηγούν σε μετρήσεις, π.χ. ζεύγη τιμών (ξ1, ψ1), . . . , (ξm, ψm)
(τα xj διαφορετικά) και αναζητούμε απλή συνάρτηση f που να προσαρμόζεται στις τιμές

αυτές (να τις μοντελοποιεί) όσο γίνεται καλύτερα. Εννοούμε ότι θα θέλαμε οι τιμές

f(ξ1), . . . , f(ξm) να είναι κοντά στις μετρήσεις.

Πιο γενικά, χρειάζεται να προσεγγίσουμε μία δύσκολη ή άγνωστη συνάρτηση ως

γραμμικό συνδυασμό γνωστών, απλούστερων συναρτήσεων.

Η επίλυση των προβλημάτων αυτών αφορά στη γενική θεωρία προσεγγίσεων και

ελαχιστοποίησης/αριστοποίησης.

Η Γραμμική Άλγεβρα συνεισφέρει καθοριστικά στην επίλυσή τους με προσεγγίσεις

Ελαχίστων Τετραγώνων και άλλες τεχνικές.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Παράδειγμα

Έστω τα παραπάνω ζεύγη τιμών και ότι αποφασίζουμε να χρησιμοποιήσουμε πολυώνυμο π.χ. με
ϕi(ξ) = ξ i−1

f(ξ; c) = γ0 + γ1x + · · ·+ γn−1ξ
n−1.

Αν υπολογίσουμε τις τιμές [ϕ1(ξj), ϕ2(ξj), . . . , ϕn(ξj)] για κάθε ξj, τότε προκύπτει το παρακάτω
γραμμικό σύστημα που πρέπει να λυθεί ως προς τους συντελεστές (ή παραμέτρους)
c = [γ0, . . . , γn−1]

⊤.

A =


1 ξ1 · · · ξn−1

1

1 ξ2 ξn−1
2

...
...

...
...

1 ξm · · · ξn−1
m

, c =

 γ0
...

γn−1

. και y =


ψ1

...

...
ψm



Αν m = n, τότε A ∈ Rn×n είναι τετραγωνικό και αν είναι αντιστρέψιμο, τότε υπάρχει μοναδική
λύση c = A−1y.

Αν m > n, τότε το A ∈ Rm×n και εκτός αν y ∈ Range(A), δεν υπάρχει c ∈ Rn τέτοιο ώστε
y = Ac.

Αν χρησιμοποιήσουμε μητρώα, το πρόβλημα γράφεται ισοδύναμα ως arg minc∈Rn ∥y − Ac∥
Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Παράδειγμα

Δίνονται

x =


0.0000
0.2500
0.5000
0.7500
1.0000

 , y =


−1.0000
0.4767
1.2500
0.9767
0.0000

 , άρα A =


1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.2500 0.0625 0.0156 0.0039
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625
1.0000 0.7500 0.5625 0.4219 0.3164
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000



A−1y =


−1.0000
6.1699
2.1506

−14.6409
7.3204



p(ξ) = −1+6.1699ξ+2.1506ξ2−14.6409ξ3+7.3204ξ4

Από τα σημεία x, y ∈ R5 , κατασκευάσαμε 4-βάθμιο
πολυώνυμο p για το οποίο p(ξi) = ψi, i = 1, ..., 5.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Θεωρητικά, αυτό μπορούμε να το κάνουμε για αυθαίρετα μεγάλες τιμές m = n.

Μάλιστα αποδεικνύεται ότι αν η άγνωστη συνάρτηση που παρήγαγε τις τιμές ψi ήταν
ένα πολυώνυμο βαθμού n − 1 και είχαμε τις τιμές του στα m = n διακριτά σημεία
ξ1, ..., ξm, τότε θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε ακριβώς τους συντελεστές
γ0, ..., γn−1 και επομένως να κατασκευάσουμε το πολυώνυμο (σε μορφή
αθροίσματος δυνάμεων του ξ, λέγεται δυναμομορφή).

Αυτό το ζήτημα είναι κεντρικό σε ένα κεφάλαιο του αντικειμένου της Αριθμητικής
   

Δυστυχώς όμως, για λόγους που αφορούν την (μη ακριβή) αριθμητική που επιτελείται
στην αριθμητική μονάδα των Η/Υ και άλλους παράγοντες, η εύρεση του p καθίσταται
δυσχερής καθώς μεγαλώνει το n ( υπενθυμίζουμε ότι στο παράδειγμα m = n.)

      
μεγαλώνει το πλήθος των σημείων m, η πολυωνυμική συνάρτηση έχει όλο και πιο
έντονες διακυμάνσεις, σε βαθμό που σύντομα (π.χ. αν m > 10) καθίσταται μη
πρακτική.

Όπως θα δείτε, προσθέτοντας στοιχεία, φαίνεται να δυσκολεύει η διαδικασία (και δεν
        

να έχεις πολλά δεδομένα (θα ήταν ομολογουμένως περίεργο) αλλά οτι
          

n1 . Εξάλλου, η συνάρτηση που δίνει τις τιμές είναι άγνωστή και δεν υπάρχει κανένας
        

1Υπερπαράμετρος!!!
Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Τα επόμενα σχήματα, αναδεικνύουν κάπως τις δυσκολίες : Παρατηρήστε ότι καθώς

έχουμε πει τίποτα για το κόστος !) Προσοχή: δεν θέλουμε να υποδείξουμε ότι είναι κακό 

ενδεχομένωςμ θα ήταν σκόπιμο να μειώσουμε τον αριθμό των παραμέτρων, δηλαδή το 

λόγος να ισχυει ότι m = n. Εξάλλου, και οι τιμές ακόμα μπορεί να μην είναι ακριβείς.

Ανάλυσης και της Θεωρίας Προσεγγίσεων (Πολυωνυμική Παρεμβολή).
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Προσέξτε την έντονη διακύμανση στις πιο ακραίες τιμές.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Φαίνεται ότι η διακύμανση γίνεται εντονότερη.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Το παραπάνω είναι ειδική περίπτωση του εξής γενικότερου προβλήματος:

Έστω ξ μια ανεξάρτητη μεταβλητή και ότι Y(ξ) είναι η συνάρτηση που θέλουμε να

προσεγγίσουμε. Μας δίνονται m παρατηρήσεις, δηλ. οι τιμές τηςY που έχουν μετρηθεί

σε συγκεκριμένες τιμές του ξ.

ψi = Y(ξi), i = 1, ...,m

Θέλουμε να μοντελοποιήσουμε τη συνάρτηση Y(ξ) μέσω μιας συνάρτησης f(ξ; c)
που είναι γραμμικός συνδυασμός n (απλών) συναρτήσεων ϕj(t), δηλ.

f(ξ; c) = γ1ϕ1(t) + · · ·+ γnϕn(t)

Y(ξ) ≈ f(ξ; c)

Το μητρώο A = [ϕj(ξi)] (design matrix) είναι m × n.

Θέτουμε x = [ξ1, ..., ξm]
⊤, y = [ψ1, ..., ψm]

⊤ και A = [ϕj(ξi)] (design matrix).

Οι διαστάσεις είναι y ∈ Rm, x ∈ Rn, A ∈ Rm×n.

Επομένως θέλουμε να υπολογίσουμε τους αγνώστους c = [γ0, ..., γn−1]
⊤ έτσι ώστε

y ≈Ac

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Με βάση την προηγούμενη συζήτηση, θα θέλαμε να διερευνήσουμε την επιλογή λιγότερων
παραμέτρων, δηλ. n < m.

Εμπόδιο : Το γραμμικό σύστημα θα έχει περισσότερες εξισώσεις από αγνώστους (αποκαλείται
υπερπροσδιορισμένο).

y ∈ Rm αλλά rank (range)(A) ≤ n ≤ m.

Γενικά, δεν υπάρχει λύση ! TI KANOYME;

Χαλαρώνουμε ... και αρκούμαστε σε προσέγγιση (με κάποια κριτήρια). Για παράδειγμα:

arg min
c∈Rn

∥y − Ac∥2 (κριτήριο ελαχίστων τετραγώνων)

Δηλαδή, ζητούμε να υπολογίσουμε το διάνυσμα ĉ ∈ Rn που ελαχιστοποιεί τη 2-νόρμα της διαφοράς
(υπολοίπου) ∥y − Ac∥2. Το διάνυσμα λέγεται και ελαχιστοποιητής.
Ζητούμε δηλαδή να προσεγγίσουμε το y ∈ Rn όσο γίνεται καλύτερα από το διανυσματικό υπόχωρο
Range(A).
Αν είμαστε πολύ τυχεροί (που δεν συμβαίνει στη γενική περίπτωση), μπορεί y ∈ Range(A), οπότε
υπάρχει ακριβής λύση, δηλ. η σχέση y = Aĉ ισχύει ακριβώς για τον ελαχιστοποιητή ĉ.
Για διευκόλυνση, θα θεωρήσουμε ότι Range(A) = n. Τότε, από τη θεωρία των προβολών, γνωρίζουμε
ότι η βέλτιστη προσέγγιση θα είναι η ορθογώνια προβολή του y επί του Range(A): Δηλαδή

PRange(A)y = A(A⊤A)−1A⊤y

επομένως ĉ = (A⊤A)−1A⊤y. (Στη συνέχεια, θα χρησιμοποιούμε περισσότερο το x για το διάνυσμα
των παραμέτρων.)

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων
Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων

Περιγραφή

Δίνονται A ∈ Rm×n, y ∈ Rm,m ≥ n. Το γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων συνίσταται
στην εύρεση ενός διανύσματος από το σύνολο

X = {x ∈ Rn : ελαχιστοποιεί το ρ(x) = ∥Ax − y∥2}.

Η ελαχιστοποίηση του ∥Ax − y∥2 ισοδυναμεί με την εύρεση διανύσματος xLS ∈ Rn τέτοιου
ώστε, μεταξύ όλων των διανυσμάτων που παράγονται από γραμμικό συνδυασμό των στηλών του
A, το p = AxLS να είναι το πλησιέστερο στο b (ως προς την ευκλείδεια νόρμα).

Για να συμβαίνει αυτό, το r = y − AxLS είναι κάθετο στον υπόχωρο Range(A) άρα

r ∈ Null(A⊤). Επομένως, για οποιοδήποτε αυθαίρετο διάνυσμα Az του Range(A)

0 = (Az)
⊤
(y − AxLS) = z⊤(A⊤y − A⊤AxLS).

Επομένως το xLS είναι η λύση του συστήματος A⊤AxLS = A⊤b που αποκαλούνται κανονικές

εξισώσεις του προβλήματος των ελαχίστων τετραγώνων. Το μητρώο A⊤A αποκαλείται συχνά
μητρώο Gram.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Οπτικοποίηση

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Επιλυσιμότητα των κανονικών εξισώσεων A⊤Ax = A⊤b

Υπάρχει λύση? Eίναι μοναδική?

Επιλυσιμότητα Είναι εξασφαλισμένο ότι υπάρχει τουλάχιστον μία λύση: Γιατί? Η

τάξη r = rank(A⊤A) ≤ n. Αν r = n τότε υπάρχει μοναδική λύση. Αν r < n,

τότε ο μηδενόχωρος του A⊤A έχει διάσταση n − r και υπάρχουν άπειρες
λύσεις. Στην περίπτωση αυτή, επιλέγουμε από τις λύσεις με κάποιο επιπλέον
κριτήριο, π.χ. το διάνυσμα που έχει το μικρότερο μήκος (διπλή βελτιστοποίηση).

Παρατήρηση: Το μητρώο A⊤A είναι αντιστρέψιμο αν και μόνον αν οι στήλες του
είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων

©Ε.ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ @CEID, 202
2



D
ra

ft

Συμμετρικά θετικά (ημι)ορισμένα μητρώα

Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο μητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A⊤A)x = A⊤y.

Το B = A⊤A:

είναι συμμετρικό

ισχύει πάντα ότι

x⊤A⊤Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες, x⊤A⊤Ax > 0, είναι αυστηρά θετικό.

Ορισμός

Κάθε A ∈ Rn×n για το οποίο ισχύει ότι ⊤ = A και f(x) := x⊤Ax ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn και f(x) = 0
ανν x = 0 αποκαλείται συμμετρικό θετικά ορισμένο μητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει x ̸= 0 ώστε
f(x) = 0 τότε αποκαλείται συμμετρικό θετικά ημιορισμένο μητρώο. Αν λαμβάνει και αρνητικές τιμές,
αποκαλείται αόριστο.

Επομένως, το A⊤A είναι ΣΘΟ ανν το έχει γραμμικά ανεξάρτητες στήλες, διαφορετικά είναι θετικά
ημιορισμένο. Δεν μπορεί όμως να είναι αόριστο.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Συμμετρικά θετικά (ημι)ορισμένα μητρώα

Ενδιαφέρον χαρακτηριστικό π.χ. στο μητρώο των κανονικών εξισώσεων

(A⊤A)x = A⊤y.

Το B = A⊤A:

είναι συμμετρικό

ισχύει πάντα ότι

x⊤A⊤Ax ≥ 0

όταν οι στήλες του A είναι γραμμικά ανεξάρτητες, x⊤A⊤Ax > 0, είναι αυστηρά θετικό.

Ορισμός

Κάθε A ∈ Rn×n για το οποίο ισχύει ότι ⊤ = A και f(x) := x⊤Ax ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn και f(x) = 0
ανν x = 0 αποκαλείται συμμετρικό θετικά ορισμένο μητρώο (ΣΘΟ). Αν υπάρχει x ̸= 0 ώστε
f(x) = 0 τότε αποκαλείται συμμετρικό θετικά ημιορισμένο μητρώο. Αν λαμβάνει και αρνητικές τιμές,
αποκαλείται αόριστο.

Επομένως, το A⊤A είναι ΣΘΟ ανν το έχει γραμμικά ανεξάρτητες στήλες, διαφορετικά είναι θετικά
ημιορισμένο. Δεν μπορεί όμως να είναι αόριστο.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Γενική μορφή γραμμικού προβλήματος ελαχίστων τετραγώνων

f(ξ; c) = γ1ϕ1(ξ) + · · ·+ γnϕn(ξ).

Υπολογίζουμε τις τιμές [ϕ1(ξj), ϕ2(ξj), . . . , ϕn(ξj)] για κάθε ξj, όπου ϕ1, . . . , ϕn είναι

γνωστές (συνήθως απλές) συναρτήσεις, ενώ οι συντελεστές γ1, . . . , γn είναι σταθερές

που πρέπει να καθοριστούν έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το άθροισμα των τετραγώνων του

σφάλματος σε κάθε σημείο. Αν χρησιμοποιήσουμε μητρώα, το πρόβλημα γράφεται

ισοδύναμα ως arg minc∈Rn ∥y − Ac∥ όπου

A =


ϕ1(ξ1) · · · ϕn(ξ1)

...
...

...
...

ϕ1(ξm) · · · ϕn(ξm)

, c =

 γ1
...

γn

. και y =


ψ1

...

...

ψm



Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων2

Στο γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων, η συνάρτηση μοντέλο f(t; x) εξαρτάται

γραμμικά από τις παραμέτρους:

f(t; x) = ξ1f1(t) + · · ·+ ξnfn(t)

Στο γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων, οι συναρτήσεις fj(t) μπορεί να είναι μη

γραμμικές !

π.χ.

f(t; x) = ξ1 + ξ2e−t2 + ξ3 sin2(tπ)

2Ονομάζεται και ((πρόβλημα γραμμικών ελαχίστων τετραγώνων))
Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Παράδειγμα

Πρόβλημα: Λαμβάνουμε μέτρησεις ψ1, ψ2, ..., ψm (π.χ. ένα σήμα) στις χρονικές στιγμές
t = t1, t2, ..., tm. Παρατηρούμε ότι το σήμα έχει ταλαντούμενη συμπεριφορά που
φαίνεται να μειώνεται με εκθετικά. Κρίνουμε σκόπιμο να το μοντελοποιήσουμε με
μια συνάρτηση

f(t; x) = ξ1 + ξ2e−(ξ3−t)2 sin(ξ4t)

όπου τα στοιχεία του x = (ξ1, ξ2, . . . , ξ4)
⊤ είναι οι παράμετροι του μοντέλου. Για

να ορίσουμε τη συνάρτηση, θέλουμε να επιλέξουμε τo διάνυσμα των παραμέτρων x
ώστε να επιτυγχάνεται η βέλτιστη προσαρμογή τιμών f(tj; x) στις μετρήσεις.

Διατύπωση ως πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων Να υπολογιστεί x ∈ R4 τέτοιο ώστε να
ελαχιστοποείται το άθροισμα των τετραγώνων

min
x∈R6

m∑
j=1

(ψj − f(tj; x))2(x) = min
x∈R6

m∑
j=1

r2j (x)

όπου rj(x) = ψj − f(tj; x), j = 1, ...,m είναι οι τιμές των υπολοίπων στα σημεία
t1, ..., tm.

Ορολογία Πρόκειται για ένα γενικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων.
Προσοχή Είναι μη γραμμικό γιατί η συνάρτηση μοντέλο f εξαρτάται μη γραμμικά από τις

παραμέτρους., Δεν θα ασχοληθούμε με μη γραμμικά προβλήματα !

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα
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Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Τι λέγεται για τα ελάχιστα τετράγωνα

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Μηχανική μάθηση και Μοντελοποίηση

Ορισμός (Wikipedia)

Μηχανική μάθηση είναι υποπεδίο της επιστήμης των υπολογιστών, που δίνει στους

υπολογιστές την ικανότητα να μαθαίνουν, χωρίς να έχουν ρητά προγραμματιστεί.

Η μηχανική μάθηση διερευνά τη μελέτη και την κατασκευή αλγορίθμων που μπορούν να

μαθαίνουν από τα δεδομένα και να κάνουν προβλέψεις σχετικά με αυτά.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Ορθογωνιότητα (μέρος ): Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Προσαρμογή ελαχίστων τετραγώνων με ευθεία (least squares fit)

Πρόβλημα: Να υπολογίσουμε την ευθεία γραμμή γ1 + γ2ξ που προσαρμόζεται σε ένα σύνολο

γνωστών τιμών {(ξj, ψj)}m
j=1 με το ελάχιστο δυνατό σφάλμα.

Ορολογία : Στη Στατιστική λέγεται γραμμική παλινδρόμηση (linear regression) Περί τίνος πρόκειται ; Είναι η
προσπαθεια να κατασκευάσουμε ένα απλό (γραμμικό) μοντέλο για τις παρατηρήσεις που αντιστοιχούν
στα m ζεύγη των παραπάνω τιμών. Πώς μετράμε το σφάλμα? Το ορίζουμε ως το άθροισμα των

τετραγώνων των αποκλίσεων των τιμών της (γραμμικής) συνάρτησης, {γ1 + γ2ξj}m
j=1 από τις τιμές

των μετρήσεων ψj.

Με γραμμοαλγεβρική γραφή: γ1 + γ2ξ = ψ γράφεται και ως (1 ξ)

(
γ1
γ2

)
= ψ

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Προσαρμογή ελαχίστων τετραγώνων με ευθεία (least squares fit)

Πρόβλημα: Να υπολογίσουμε την ευθεία γραμμή γ1 + γ2ξ που προσαρμόζεται σε ένα σύνολο

γνωστών τιμών {(ξj, ψj)}m
j=1 με το ελάχιστο δυνατό σφάλμα.

Ορολογία : Στη Στατιστική λέγεται γραμμική παλινδρόμηση (linear regression)

Περί τίνος πρόκειται ; Είναι η
προσπαθεια να κατασκευάσουμε ένα απλό (γραμμικό) μοντέλο για τις παρατηρήσεις που αντιστοιχούν
στα m ζεύγη των παραπάνω τιμών. Πώς μετράμε το σφάλμα? Το ορίζουμε ως το άθροισμα των

τετραγώνων των αποκλίσεων των τιμών της (γραμμικής) συνάρτησης, {γ1 + γ2ξj}m
j=1 από τις τιμές

των μετρήσεων ψj.

Με γραμμοαλγεβρική γραφή: γ1 + γ2ξ = ψ γράφεται και ως (1 ξ)

(
γ1
γ2

)
= ψ

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Προσαρμογή ελαχίστων τετραγώνων με ευθεία (least squares fit)

Πρόβλημα: Να υπολογίσουμε την ευθεία γραμμή γ1 + γ2ξ που προσαρμόζεται σε ένα σύνολο

γνωστών τιμών {(ξj, ψj)}m
j=1 με το ελάχιστο δυνατό σφάλμα.

Ορολογία : Στη Στατιστική λέγεται γραμμική παλινδρόμηση (linear regression) Περί τίνος πρόκειται ; Είναι η
προσπαθεια να κατασκευάσουμε ένα απλό (γραμμικό) μοντέλο για τις παρατηρήσεις που αντιστοιχούν
στα m ζεύγη των παραπάνω τιμών.

Πώς μετράμε το σφάλμα? Το ορίζουμε ως το άθροισμα των

τετραγώνων των αποκλίσεων των τιμών της (γραμμικής) συνάρτησης, {γ1 + γ2ξj}m
j=1 από τις τιμές

των μετρήσεων ψj.

Με γραμμοαλγεβρική γραφή: γ1 + γ2ξ = ψ γράφεται και ως (1 ξ)

(
γ1
γ2

)
= ψ

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Προσαρμογή ελαχίστων τετραγώνων με ευθεία (least squares fit)

Πρόβλημα: Να υπολογίσουμε την ευθεία γραμμή γ1 + γ2ξ που προσαρμόζεται σε ένα σύνολο

γνωστών τιμών {(ξj, ψj)}m
j=1 με το ελάχιστο δυνατό σφάλμα.

Ορολογία : Στη Στατιστική λέγεται γραμμική παλινδρόμηση (linear regression) Περί τίνος πρόκειται ; Είναι η
προσπαθεια να κατασκευάσουμε ένα απλό (γραμμικό) μοντέλο για τις παρατηρήσεις που αντιστοιχούν
στα m ζεύγη των παραπάνω τιμών. Πώς μετράμε το σφάλμα? Το ορίζουμε ως το άθροισμα των

τετραγώνων των αποκλίσεων των τιμών της (γραμμικής) συνάρτησης, {γ1 + γ2ξj}m
j=1 από τις τιμές

των μετρήσεων ψj.

Με γραμμοαλγεβρική γραφή: γ1 + γ2ξ = ψ γράφεται και ως (1 ξ)

(
γ1
γ2

)
= ψ

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Παράδειγμα

Σημεία : ξ1 = −1 ξ2 = −1/2 ξ3 = 0 ξ4 = 1/2 ξ5 = 1

Τιμές: ψ1 = 0.1 ψ2 = 0.3 ψ3 = 0.3 ψ4 = 0.2 ψ5 = 0.0

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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ϕ0(ξ) = 1, ϕ1(ξ) = ξ τότε ϕ(ξ) = γ0ϕ0(ξ) + γ1ϕ1(ξ) οπότε

A =


1.0 −1.0
1.0 −0.5
1.0 0.0
1.0 0.5
1.0 1.0



A⊤A =

(
5.0 0.0
0.0 2.5

)
, A⊤b =

(
0.9

−0.15

)

Αν κάνουμε τους υπολογισμούς

(A⊤A)−1A⊤b =

(
0.18
−0.06

)
⇒ ϕ(ξ) = 0.18− 0.06ξ

σφάλμα ∥b − AxLS∥2 = 0.2429
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Προσαρμογή με καμπύλη γραμμή 2ου βαθμού

ϕ0(x) = 1, ϕ1(ξ) = ξ, ϕ2(ξ) = ξ2και ϕ(ξ) = γ0ϕ0(ξ) + γ1ϕ1(ξ) + γ2ϕ2(ξ)

A =


1.0 −1.0 1.0
1.0 −0.5 0.25
1.0 0.0 0.0
1.0 0.5 0.25
1.0 1.0 1.0



A⊤A =

(
5.0 0.0 2.5
0.0 2.5 0.0
2.5 0.0 2.125

)
,

A⊤b =

(
0.9

−0.15
0.225

)

Αν κάνουμε τους υπολογισμούς

xLS = (A⊤A)−1A⊤b =

(
0.3086
−0.0600
−0.2571

)

επομένως ϕ(ξ) = 0.3086− 0.0600ξ − 0.2571ξ2

σφάλμα ∥b − AxLS∥2 = 0.0338

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Επιχειρηματικό Κίνητρο: Βραβείο Netflix $1,000,000 I

With Netflix you can rent as many DVDs as you want and watch movies instantly on your
PC for one low price (...) no late fees (...) no due dates, and DVD shipping free both ways.
Plans start from only $4.99 (...) With our most popular plan, you can rent as many DVDs as
you want (3 at-a-time) (...) all for just $17.99 a month +tax. ...

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Επιχειρηματικό Κίνητρο: Βραβείο Netflix $1,000,000 II

Περιγραφή (Wikipedia)

The Netflix Prize was an open competition for the best collaborative filtering algorithm to
predict user ratings for films, based on previous ratings without any other information
about the users or films, i.e. without the users or the films being identified ...

Netflix provided a training data set of 100,480,507 ratings that 480,189 users gave to
17,770 movies. Each training rating is a quadruplet of the form <user, movie, date of
grade, grade>. The user and movie fields are integer IDs, while grades are from 1 to 5
(stars).

Prizes were based on improvement over Netflix’s own algorithm, called Cinematch, or
the previous year’s score if a team has made improvement beyond a certain threshold.
A trivial algorithm that predicts for each movie in the quiz set its average grade from
the training data produces an RMSE of 1.0540. Cinematch uses ”straightforward
statistical linear models with a lot of data conditioning”.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Επιχειρηματικό Κίνητρο: Βραβείο Netflix $1,000,000 III

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Παραδείγματα προσέγγισης ελαχίστων τετραγώνων

Χρησιμοποιούμε τον παρακάτω κώδικα MATLAB για διάφορες επιλογές x, y

1 % κατασκευήτωνμητρώων

2 A1 = [ o n e s ( n , 1 ) , x ] ; % γραμμικόμοντέλο

3 A2 = [ A1 , x . ^ 2 ] ; % τετραγωνικόμοντέλο

4 A3 = [ A2 , x . ^ 3 ] ; % βάθμιο3 μοντέλο

5 A4 = [ A3 , x . ^ 4 ] ; % βάθμιο4 μοντέλο

6 % επίλυσηκανονικώνεξισώσεων

7 z 1 = ( A1 ’ * A1 ) \ ( A1 ’ * y ) ; z 2 = ( A2 ’ * A2 ) \ ( A2 ’ * y ) ;

8 z 3 = ( A3 ’ * A3 ) \ ( A3 ’ * y ) ; z 4 = ( A4 ’ * A4 ) \ ( A4 ’ * y ) ;

9 % οπτικοποίηση

10 p l o t ( x , y , ’ o ’ , x , A1 * z 1 , x , A2 * z 2 , ’ r ’ , x , A3 * z 3 , ’m ’ , x , A4 * z 4 , ’ g ’ )

11 % σφάλματα

12 n e r r ( 1 ) = n o r m ( y - A1 * z 1 ) ; n e r r ( 2 ) = n o r m ( y - A2 * z 2 ) ;

13 n e r r ( 3 ) = n o r m ( y - A3 * z 3 ) ; n e r r ( 4 ) = n o r m ( y - A4 * z 4 ) ;

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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n=100; x=linspace(-2,2,n)’; y = exp(-x).*sin(pi*x)

Σφάλματα: nerr(1:4) = 14.4664 12.3761 11.7957 11.0530
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n=20; x = linspace(-2,2,n) ’; y = randn(n,1).*sin(x)+3*exp(x)

Σφάλματα: nerr(1:4) = 12.7322 4.5668 2.7300 2.4798
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Προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων μέσω διαφορικού λογισμού

Για το γραμμικό μοντέλο

Δοθέντων m ζευγών τιμών {(ξj, ψj)}m
j=1 (θεωρούμε ότι τα ξ δεν είναι όλα ίσα μεταξύ τους) ενδιαφερόμαστε να

υπολογίσουμε τις τιμές των παραμέτρων γ1, γ2 ώστε να ελαχιστοποιείται η συνάρτηση

E(γ1, γ2) =

m∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)
2

Από βασική θεωρία, για να υπάρχει τοπικό ακρότατο, πρέπει να ικανοποιούνται οι ακόλουθες σχέσεις (κριτήριο 1ης

παραγώγου):

0 =
∂E

∂γ1
= 2

m∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)(−1)

0 =
∂E

∂γ2
= 2

m∑
j=1

(ψj − γ2ξj − γ1)(−ξj)

Τα τοπικά ακρότατα είναι στις τιμές γ̃1, γ̃2 που ικανοποιούν το σύστημα

m∑
j=1

ψj = mγ1 + (
m∑

j=1

ξj)γ2

m∑
j=1

ξjψj = (
m∑

j=1

ξj)γ1 + (
m∑

j=1

ξ2j )γ2
Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Αν η λύση είναι (γ̃1, γ̃2), για να ελαχιστοποιεί το E(γ̃1, γ̃2), θα πρέπει (κριτήριο 2ης παραγώγου)

∂2E

∂γ2
1

> 0 και ∆ =
∂2E

∂γ2
1

∂2E

∂γ2
2

− ∂2E

∂γ1∂γ2
> 0

∂2E

∂γ2
1

> 0.

Η πρώτη ανισότητα προφανώς ικανοποιείται :

∂2E

∂γ2
1

= 2m > 0

Σχετικά με τη δεύτερη: Υπολογίζουμε

∂2E

∂γ2
2

= 2

m∑
j=1

ξ2j ,
∂2E

∂γ1∂γ2
= 2

m∑
j=1

ξj.

άρα

∆ > 0 ⇔ m

m∑
j=1

ξ2j > (

m∑
j=1

ξj)
2.

Αλλά m = e⊤e, x⊤x =
∑m

j=1 ξ
2
j και e⊤x =

∑m

j=1 ξ. Επομένως η ανισότητα

m∑
j=1

ξ2j > (

m∑
j=1

ξj)
2

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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μπορεί να γραφτεί ως

∥e∥2∥x∥2 > ⟨e, x⟩|2.
Θυμηθείτε τώρα την ανισότητα Cauchy-Schwarz. Για κάθε z, x,∈ Rm

⟨z, x⟩| ≤ ∥z∥∥x∥
όπου ισότητα ισχύει μόνον αν τα z, x είναι συγγραμμικά, δηλ. z = αx για κάποιο α ∈ R. Όμως στην περιπτωσή
μας αυτό δεν μπορεί να συμβεί γιατί τότε θα ίσχυε ότι x = αe, άρα ξ1 = ξ2 = · · · = ξm = α. Αυτό
αποκλείεται αφού θεωρούμε ότι δεν είναι όλα τα ξj ίδια.
Είδαμε ότι η λύση του παρακάτω συστήματος ελαχιστοποιεί το E(γ1, γ2):(

m
∑m

j=1 ξj∑m
j=1 ξj

∑m
j=1 ξ

2
j

)(
γ1
γ2

)
=

( ∑m
j=1 ψj∑m

j=1 ξjψj

)
Ενδιαφέρον: Αν θέσουμε

A =

 1 ξ1
.
.
.

.

.

.
1 ξm

 , y =

ψ1

.

.

.
ψm


το παραπάνω είναι ίδιο με το σύστημα των κανονικών εξισώσεων

A⊤Ac = A⊤y

που θα προέκυπτε απευθείας αν επιχειρούσαμε να λύσουμε το Ax = y πολλαπλασιάζοντας πρώτα από τα αριστερά με το A⊤

ή αν χρησιμοποιούσαμε την ιδέα της προβολής του y στον υπόχωρο στηλών του A.

Προσοχή: Η τάξη rank(A⊤A) ≤ 2 = min(m, n) επομένως το σύστημα θα έχει μοναδική λύση ανν υπάρχουν τουλάχιστον

δύο i, j τ.ώ. ξi ̸= ξj .

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
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Πρακτική επίλυση του προβλήματος ελαχίστων τετραγώνων

Στο μάθημα αυτού του εξαμήνου, η συζήτηση σχετικά με τον τρόπο επίλυσης θα είναι

πολύ συνοπτική και εισαγωγική.

Η επίλυση μπορεί να επιτευχθεί με διάφορους τρόπους που θεωρητικά παράγουν το

ίδιο αποτέλεσμα αλλά πρακτικά μπορεί να έχουν πολύ διαφορετικά χαρακτηριστικά

όσον αφορά το κόστος και την ακρίβεια, δεδομένου ότι υλοποιούνται στην αριθμητική

του υπολογιστή.

Επιγραμματικά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε:

Σχηματισμός και επίλυση των κανονικών εξισώσεων, π.χ. με παραγοντοποίηση (Cholesky,

δηλ. ειδική εκδοχή της LU για μητρώα που είναι ΣΘΟ).

Χρησιμοποιούμε παραγοντοποίηση QR του , π.χ. από τη διαδικασία Gram-Schmidt επί των

στηλών του A.

Πρόκειται για την παραγοντοποίηση του A = QR όπου το μητρώο Q είναι ορθογώνιο ή

έχει ορθογώνιες στήλες και το μητρώο R είναι άνω τριγωνικό.

Οι επόμενες διαφάνειες αναφέρονται στα ορθογώνια μητρώα. Στην επόμενη διάλεξη θα

μιλήσουμε για την QR και την υλοποίηση μέσω Gram-Schmidt.

Γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων

©Ε.ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ @CEID, 202
2



3. Ορθογώνια µητρώα

A=
(
0 −1

1 0

)
.

Αν c1 και c2 είναι οι στήλες του A, τότε

c1 ·c2 = 0(−1)+1(0)= 0, και ∥c1∥ = ∥c2∥ = 1.

Αν q1,q2, · · · ,qn είναι ορθοκανονικά διανύσµατα στον Rn, τότε qi ·qj = δij , κατά

συνέπεια αν Q = (
q1 q2 · · · qn

)
, τότε Q

T
Q = I. Επειδή το µητρώο Q είναι τετρα-

γωνικό έπεται ότι Q
T =Q

−1.

Ορισµός (2)

΄Ενα τετραγωνικό µητρώο Q λέγεται ορθογώνιο (orthogonal) αν Q
−1 =Q

T.

Σηµειώνουµε ότι κάθε ορθογώνιο 2×2 µητρώο είναι της µορφής

Q
+
ω =

(
cosω −sinω
sinω cosω

)
, ή Q

−
ω =

(
cosω sinω
sinω −cosω

)
, (10)

για κατάλληλο ω ∈R.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆10 Προσεγγίσεις, προβολές, ορθογώνια µητρώα 2/XII/2022 19 / 27

ΕΓ
ΕΣ

/Τ
Μ

ΗΥΠ



Παράδειγµα (2 Περιστροφή στο επίπεδο)

Το µητρώο

Q =
(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
είναι ορθογώνιο µητρώο. Ας δούµε το αποτέλεσµα της δράσης του Q επί ενός

µοναδιαίου διανύσµατος του R2, u= (
cosφ sinφ

)T
. Υπολογίζοντας

Q

(
cosφ
sinφ

)
=

(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)(
cosφ
sinφ

)
=

(
cosθcosφ− sinθ sinφ
sinθcosφ+cosθ sinφ

)
=

(
cos(φ+θ)
sin(φ+θ)

)
ϐλέπουµε ότι ο πολλαπλασιασµός επί Q έχει σαν αποτέλεσµα την περιστροφή

του µοναδιαίου διανύσµατος, άρα και κάθε διανύσµατος, κατά γωνία θ. Το

αποτέλεσµα αποτυπώνεται στο Σχήµα που ακολουθεί
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Qu

u
θ
φ

΄Ασκηση 1.

∆είξτε ότι το µητρώο

Q =
cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1


(αʹ) Είναι ορθογώνιο.

(βʹ) Περιστρέφει κάθε διάνυσµα στο R3 γύρω από τον z-άξονα κατά γωνία θ.
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Παράδειγµα (3 Ανάκλαση στο επίπεδο)

Αν q = (
cosθ sinθ

)T
είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα και Lθ η ευθεία που το πε-

ϱιέχει ϑέλουµε να ϐρούµε το µητρώο Q το οποίο υλοποιεί την ανάκλαση οποιου-

δήποτε διανύσµατος ως προς την ευθεία.

Αν u είναι τυχαίο διάνυσµα στο επίπεδο, Qu είναι η ανάκλασή του ως προς

την ευθεία Lθ , και Pu η προβολή του επί της ευθείας Lθ , τότε, ¨µεταφράζοντας¨

µετρικές σχέσεις του ισοσκελούς τριγώνου µε ¨πλευρές¨ τα διανύσµατα u και

Qu στο Σχήµα παίρνουµε

Qu

Lθ

L2θ

u

Pu

θ
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Παράδειγµα (Ανάκλαση στο επίπεδο (συνέχεια))

Pu−u= 1

2
(Qu−u)⇒Qu= 2Pu−u.

άρα Q = 2P − I, ή µέσω της P = qqT/qTq, µε ∥q∥ = 1

Q = 2qqT− I. (11)

Αναλυτικά το µητρώο Q είναι

Q = 2

(
cos2θ sinθcosθ

sinθcosθ sin2θ

)
− I

=
(
2cos2θ−1 2sinθcosθ
2sinθcosθ 2sin2θ−1

)
=

(
cos2θ sin2θ

sin2θ −cos2θ

)
του οποίου οι στήλες είναι ορθοκανονικά διανύσµατα στο R2, εποµένως είναι

ένα ορθογώνιο µητρώο.
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Παράδειγµα (Ανάκλαση στο επίπεδο (συνέχεια))

Η δράση του Q επί ενός µοναδιαίου διανύσµατος
(
cosφ sinφ

)T
έχει σαν

αποτέλεσµα το διάνυσµα

Q

(
cosφ
sinφ

)
=

(
cos2θ sin2θ

sin2θ −cos2θ

)(
cosφ
sinφ

)
=

(
cos2θcosφ+ sin2θ sinφ
sin2θcosφ−cos2θ sinφ

)
=

(
cos(2θ−φ)
sin(2θ−φ)

)
το οποίο συµφωνεί µε την εικόνα του σχήµατος ότι το αρχικό διάνυσµα, ας

πούµε, u= (
cosφ sinφ

)T
περιστρέφεται κατά 2θ αρχικά και στη συνέχεια κατά

−φ, δηλαδή κατά φ µε αντίθετη ϕορά, προκειµένου να προκύψει τελικά το Qu.
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Παράδειγµα (4 Μετάθεση)

Κάθε µητρώο µετάθεσης προκύπτει από το ταυτοτικό µητρώο µεταθέτοντας

γραµµές του, κατά συνέπεια είναι ορθογώνιο. Στο R2 τα δύο (γιατί;) µητρώα

µετάθεσης είναι

Q
+
0 =

(
1 0

0 1

)
, και Q

−
π/2

=
(
0 1

1 0

)
.

Θεώρηµα (2)

Αν Q είναι ένα n×n µητρώο, οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες

(1) Το Q είναι ορθογώνιο.

(2) Το Q διατηρεί το µήκος, δηλαδή για κάθε x ∈Rn
ισχύει ∥Qx∥ = ∥x∥.

(3) Το Q διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο, δηλαδή για x,y ∈Rn
ισχύει

〈Qx,Qy〉 = 〈x,y〉.
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Παράδειγµα (5)

Θεωρούµε το επίπεδο W µε εξίσωση ax +by +cz = 0 στο R3. Να ϐρεθεί η

προβολή του τυχαίου διανύσµατος ξ ∈R3 επί του W , καθώς και το µητρώο

προβολής επί του W .

ξ=
x

y

z



Pξ=
x

′
y
′

z
′



u

ξ−Pξ

W
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Παράδειγµα (συνέχεια)

Το u= (
a b c

)T
είναι ορθογώνιο στο W , επιπλέον διαιρώντας την εξίσωση µε

(a2 +b
2 +c

2)1/2 µπορούµε να υποθέσουµε ότι το u είναι µοναδιαίο. Αν Pξ

είναι η προβολή του ξ επί του W , ϐλέπε Σχήµα το διάνυσµα ξ−Pξ είναι η

προβολή του ξ επί της ευθείας δια του u, κατά συνέπεια

ξ−Pξ= 〈ξ,u〉u
⇒ Pξ= ξ−〈ξ,u〉u.

Για δε το µητρώο της προβολής έχουµε

Pξ= Iξ−u〈ξ,u〉
= Iξ−uuTξ

= (I−uuT)ξ,

ισοδύναµα

P = I−uuT.
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