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1. ΄Ανω-κάτω τριγωνική παραγοντοποίηση (LU)
Παρατηρούµε ότι
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Για το τετραγωνικό µητρώο (προκύπτει από το µητρώο A1 στο Παράδειγµα (4.7)
αν διαγράψουµε τη δεύτερη και τη πέµπτη στήλη)

A=A1 =
2 −8 12

0 −2 8

2 −5 −6


η διαδικασία της απαλοιφής Gauss, κατά την οποία δεν υπάρχει µετάθεση γραµ-
µών καταλήγει στο αποτέλεσµα
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όπου το U είναι ένα άνω τριγωνικό µητρώο, συνεπώς
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Το γινόµενο στα αριστερά του U υπολογίζεται εύκολα αν αναλογιστούµε τον

τρόπο δράσης ενός στοιχειώδους µητρώου στο µητώο το οποίο πολλαπλασιάζει

από αριστερά, έτσι ϐρίσκουµε
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 , ή A= LU.

Το A εκφράζεται ως γινόµενο ένός κάτω τριγωνικού και ενός άνω τριγωνικού

µητρώου. Το αποτέλεσµα αυτό εκφράζεται ως άνω-κάτω τριγωνική παραγοντο-
ποίηση, ή και LU παραγοντοποίηση (Lower-Upper decomposition or factorization).

Θεώρηµα (5.1)

Εάν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο του οποίου η κλιµακωτή µορφή προκύπτει

δίχως εναλλαγή γραµµών, τότε το µητρώο παραγοντοποιείται ως A= LU, όπου

το L είναι ένα κάτω τριγωνικό µητρώο και το U ένα άνω τριγωνικό µητρώο.
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2. Το αντίστροφο µητρώο

΄Εστω A ένα τετραγωνικό µητρώο και ας ϑεωρήσουµε το σύστηµα Ax= b. Αν το

A είναι αντιστρέψιµο, τότε πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε A
−1 παίρνουµε

A
−1(Ax)=A

−1b⇒ (A−1
A)x=A

−1b⇒ x=A
−1b, (1)

αφού A
−1

A= I, κατά συνέπεια το σύστηµα έχει µοναδική λύση για κάθε b. Ειδικά

αν b= 0 και το A είναι αντιστρέψιµο, τότε το σύστηµα Ax= 0 έχει µοναδική λύση

την µηδενική x= 0.

Θεώρηµα (5.2)

Αν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο, τα παρακάτω είναι ισοδύναµα

(1) Το A είναι αντιστρέψιµο.

(2) Το σύστηµα Ax= 0 έχει µοναδική λύση την µηδενική.

(3) Το A είναι γραµµοϊσοδύναµο µε το ταυτοτικό µητρώο I.

(4) Αν R0 είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του A, τότε R0 = I.
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Απόδειξη.

Αποδεικνύουµε τις συνεπαγωγές (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (1).

(1)⇒ (2) Αν το A είναι αντιστρέψιµο όπως στην (1) έπεται ότι η λύση του

συστήµατος Ax= 0 είναι η x=A
−10= 0.

(2)⇒ (3) Επιλύοντας το σύστηµα Ax= 0 µε απαλοιφή Gauss-Jordan

καταλήγουµε, από την υπόθεση στο Ix= 0, κατά συνέπεια το A είναι

γραµµοϊσοδύναµο µε το ταυτοτικό µητρώο I.

(3)⇒ (1) Αφού το A είναι γραµµοϊσοδύναµο µε το I υπάρχουν στοιχειώδη

µητρώα E1, . . . ,Ek ώστε Ek · · ·E1A= I, κατά συνέπεια

A= E
−1
1 · · ·E−1

k
I = (Ek · · ·E1)

−1.

΄Ετσι το A είναι ίσο µε ένα αντιστρέψιµο µητρώο, εποµένως είναι και το ίδιο

αντιστρέψιµο.

Από τον ορισµό της ανηγµένης κλιµακωτής µορφής έπεται ότι (3)⇔ (4), κατά

συνέπεια τα (1), (2), (3), (4) είναι ισοδύναµα.
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Υπολογισµός του αντίστροφου µητρώου
Το Θεώρηµα (5.2) µας δίνει ένα συστηµατικό τρόπο ελέγχου κατά πόσον το

αντίστροφο µητρώου υπάρχει και την ίδια στιγµή και τρόπο υπολογισµού του. Αν

λοιπόν για το τετραγωνικό µητρώο A υπάρχει το αντίστροφο, έστω X τότε AX = I,

επιπλέον υπάρχουν στοιχειώδη µητρώα E1, . . . ,Ek τα οποία διεκπεραιώνουν την

απαλοιφή Gauss-Jordan ώστε Ek · · ·E1A= R0 = I. ΄Ετσι ϑα έχουµε

AX = I ⇔ Ek · · ·E1AX = Ek · · ·E1I ⇔ IX = X = L

όπου L = Ek · · ·E1. ΄Ετσι ξεκινώντας από το µητρώο
(
A I

)
µε τη διαδικασία απαλοι-

ϕής παίρνουµε

Ek · · ·E1

(
A I

)= (
Ek · · ·E1A Ek · · ·E1I

)= (
I Ek · · ·E1

)
ή σχηµατικά (

A I

) Gauss-Jordan−−−−−−−−→ (
I L

)
και το µητρώο L = Ek · · ·E1 είναι το A

−1. Κατά συνέπεια αν για κάποιο τετραγω-

νικό µητρώο A ξεκινώντας από το µητρώο
(
A I

)
και εφαρµόζοντας στοιχειώδεις

πράξεις γραµµών καταλήξουµε σ΄ ένα µητρώο
(
I L

)
, τότε το A αντιστρέφεται και

A
−1 = L.
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Παράδειγµα (5.1)

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση (3.2)

αν A=
(
1 1

1 2

)
, τότε A

−1 = 1

2−1

(
2 −1

−1 1

)
=

(
2 −1

−1 1

)
.

∆είχνουµε το αποτέλεσµα µε τη διαδικασία που περιγράψαµε. Πράγµατι

διαµορφώνοντας το µητρώο
(
A I

)
µε τις κατάλληλες στοιχειώδεις πράξεις

παίρνουµε(
1 1 1 0

1 2 0 1

)
r2→−r1+r2−−−−−−→

(
1 1 1 0

0 1 −1 1

)
r1→−r2+r1−−−−−−→

(
1 0 2 −1

0 1 −1 1

)
.

Στο αριστερό µπλοκ του τελευταίου µητρώου εµφανίζεται το µοναδιαίο I ενώ στο

δεξιό µπλοκ ϐλέπουµε το αναµενόµενο A
−1.
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Παρατήρηση (5.1)

Γενικεύοντας το αποτέλεσµα του Παραδείγµατος (5.1) για 2×2 µητρώα, έχουµε

ότι για το µητρώο

A=
(
a b

c d

)
υπάρχει το αντίστροφο αν και µόνο αν η ορίζουσα του A είναι διάφορη του

µηδενός, δηλαδή detA= ad −bc 6= 0 και αν αυτό ισχύει, τότε

A
−1 = 1

detA

(
d −b

−c a

)
.

Μπορεί να δειχθεί, µε πράξεις, ότι για 2×2 µητρώα A και B ισχύει

det(AB)= (detA)(detB), έτσι αν detA 6= 0, τότε

AA
−1 = I ⇒ det(AA

−1)= det I

⇒ detAdetA
−1 = 1⇒ detA

−1 = 1

detA
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Παράδειγµα (5.2)

Για να ϐρούµε το αντίστροφο του µητρώου

A=
1 2 3

2 5 3

1 0 8

 ,

η διαδικασία σχηµατικά είναι
(
A I

)→ (
I X

)
. ΄Ετσι έχουµε1 2 3 1 0 0

2 5 3 0 1 0

1 0 8 0 0 1

 →
1 2 3 1 0 0

0 1 −3 −2 1 0

0 −2 5 −1 0 1


1 0 9 5 −2 0

0 1 −3 −2 1 0

0 0 −1 −5 2 1

 →
1 0 0 −40 16 9

0 1 0 13 −5 −3

0 0 −1 −5 2 1


1 0 0 −40 16 9

0 1 0 13 −5 −3

0 0 1 5 −2 −1

⇒A
−1 =

−40 16 9

13 −5 −3

5 −2 −1

 .
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Παράδειγµα (5.3)

Να ϐρεθεί το αντίστροφο του µητρώου

A=
 1 0 2

2 1 5

−1 3 1


εφόσον αυτό υπάρχει.

Ξεκινώνοντας από το µητρώο
(
A I

)
και εκτελώντας στοιχειώδεις πράξεις

γραµµών ϑέλουµε να καταλήξουµε σε ένα µητρώο
(
I X

)
. ΄Ετσι έχουµε 1 0 2 1 0 0

2 1 5 0 1 0

−1 3 1 0 0 1

→
1 0 2 1 0 0

0 1 1 −2 1 0

0 3 3 1 0 1

→
1 0 2 1 0 0

0 1 1 −2 1 0

0 0 0 7 3 1

 .

Παρατηρούµε ότι η διαδικασία της απαλοιφής Gauss καταλήγει σε ένα µητρώο

µε µηδενική γραµµή στο αριστερό µπλοκ όπου αναµένεται το ταυτοτικό µητρώο.

Κατά συνέπεια το µητρώο δεν αντιστρέφεται.
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Παρατήρηση (5.2)

Τι συµβαίνει και το µητρώο A του Παραδείγµατος (5.2) δεν αντιστρέφεται ; Αν µε

A∗j , j = 1,2,3, συµβολίσουµε τις στήλες του A, τότε 2A∗1 +A∗2 =A∗3, συνεπώς

µια στήλη του του A είναι γραµµικός συνδυασµός άλλων στηλών. Ας

δοκιµάσουµε να λύσουµε το σύστηµα Ax= 0. Ξεκινώντας από το µητρώο
(
A 0

)
παίρνουµε  1 0 2 0

2 1 5 0

−1 3 1 0

→
1 0 2 0

0 1 1 0

0 3 3 0

→
1 0 2 0

0 1 1 0

0 0 0 0

 .

΄Ετσι αν x= (
x1 x2 x3

)T
, το τελευταίο µητρώο αντιστοιχεί στο σύστηµα

x1 +2x3 = 0

x2 + x3 = 0

}
⇔


x1 =−2t

x2 =−t

x3 = t

t ∈R.

΄Ετσι το σύστηµα, όπως αναµενόταν εξάλλου υπό το πρίσµα του Θεωρήµατος

(5.2), έχει µη µηδενικές λύσεις, άπειρες το πλήθος.
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Θεώρηµα (5.3)

΄Εστω A ένα τετραγωνικό µητρώο. Εάν υπάρχει τετραγωνικό µητρώο B ώστε

BA= I, ή AB = I, τότε B =A
−1

.

Απόδειξη.

΄Εστω ότι υπάρχει τετραγωνικό B ώστε BA= I. Για να δείξουµε ότι το A είναι

αντιστρέψιµο αρκεί να δείξουµε ότι το σύστηµα Ax= 0 έχει µοναδική λύση την

µηδενική. Θεωρούµε λοιπόν το σύστηµα Ax= 0 και πολλαπλασιάζοντας µε B

παίρνουµε διαδοχικά

BAx= B0⇒ Ix= 0⇒ x= 0,

κατά συνέπεια το A είναι αντιστρέψιµο. Και πάλι από την υπόθεση BA= I

παίρνουµε

BAA
−1 = IA

−1 ⇒ BI =A
−1 ⇒ B =A

−1.

΄Εστω τώρα ότι AB = I, τότε από το πρώτο µέρος της απόδειξης έπεται ότι η

µοναδική λύση του συστήµατος Bx= 0 είναι η µηδενική, κατά συνέπεια το B

είναι αντιστρέψιµο και A= B
−1. Το A όντας ίσο µε το αντιστρέψιµο µητρώο B

−1

είναι αντιστρέψιµο και A
−1 = (B−1)−1 = B.
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∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ
Εφοδιάζοντας το Rn µε την πράξη της πρόσθεσης διανυσµάτων και µε τον πολ-

λαπλασιασµό διανύσµατος επί σταθερά ώστε το αποτέλεσµα της κάθε πράξης

να είναι διάνυσµα, σχηµατικά

+ :Rn ×Rn →Rn, και · :R×Rn →Rn,

διαµορφώσαµε την δοµή (Rn,+, ·) για την οποία, γράφοντας X αντί για Rn και

συµβολίζοντας τα διανύσµατα µε συνήθεις χαρκτήρες, ισχύουν οι νόµοι

(V1) x +y = y + x , για κάθε x,y ∈ X

(V2) x + (y + z)= (x +y)+ z, για κάθε x,y ,z ∈ X

(V3) υπάρχει 0 ∈ X τέτοιο ώστε 0+ x = x για κάθε x ∈ X

(V4) για κάθε x ∈ X υπάρχει −x ∈ X έτσι ώστε −x + x = 0

(V5) λ(µx)= (λµ)x , για κάθε x ∈ X και λ,µ ∈R
(V6) 1x = x , για κάθε x ∈ X

(V7) λ(x +y)=λx +λy , για κάθε x,y ∈ X και λ ∈R
(V8) (λ+µ)x =λx +µx , για κάθε x ∈ X και λ,µ ∈R.

Ερώτηµα: Υπάρχουν άλλα σύνολα τα οποία εφοδιασµένα µε τις πράξεις της

πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού µε σταθερά αποκτούν δοµή ανάλογη ή

ίδια µε αυτή της (Rn,+, ·); ΝΑΙ η δοµή (Mn,m,+, ·). ΄Αλλα ;
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Παράδειγµα (5.4)

΄Οπως γνωρίζουµε το άθροισµα δύο πραγµατικών συναρτήσεων και το γινόµενο

µιας συνάρτησης µε πραγµατική σταθερά ορίζονται µε τις σχέσεις

(f +g)(x)= f(x)+g(x), και (λf)(x)=λf(x). (2)

Αν C [0,1] είναι το σύνολο των πραγµατικών συνεχών συναρτήσεων ορισµένων

στο διάστηµα [0,1] και f ,g ∈ C [0,1], τότε f +g ∈ C [0,1] και λf ∈ C [0,1], για κά-

ϑε λ ∈ R, αφού το άθροισµα συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση

στο κοινό πεδίο ορισµού τους καθώς και το γινόµενο συνεχούς συνάρτησης µε

σταθερά είναι επίσης συνεχής συνάρτηση. Επιπλέον οι νόµοι (V1)-(V8), µε 0 να

είναι η µηδενική συνάρτηση, δηλαδή 0(t) = 0 για κάθε t ∈ [0,1], ικανοποιούνται

σχεδόν αυτόµατα αφού οι πράξεις µεταξύ συναρτήσεων µεταφέρονται µέσω

της (2) στις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού στους πραγµατι-

κούς αριθµούς. Κατά συνέπεια η δοµή (C [0,1],+, ·) συµπεριφέρεται όπως η

(Rn,+, ·).
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Παράδειγµα (5.5)

Αν n ∈ N, µε Pn συµβολίζουµε το σύνολο των πολυωνύµων µε πραγµατικούς

συντελεστές ϐαθµού το πολύ n. Αν p,q ∈Pn, και λ ∈R, τότε

p(x)= a0 +a1x +a2x
2 +·· ·+anx

n
και q(x)= b0 +b1x +b2x

2 +·· ·+bnx
n

και

(p+q)(x)= p(x)+q(x)

= (a0 +b0)+ (a1 +b1)x + (a2 +b2)x
2 +·· ·+ (an +bn)x

n

= c0 +c1x +c2x
2 · · ·+cnx

n

(λp)(x)=λp(x)=λa0 +λa1x +λa2x
2 +·· ·+λanx

n

= d0 +d1x +d2x
2 +·· ·+dnx

n

µε ck ,dk ∈ R για k = 0,1,2, . . . ,n. Εποµένως p+q ∈ Pn και λp ∈ Pn. ΄Οπως και

στο προηγούµενο Παράδειγµα ∆2.1 είναι εύκολο να δείξουµε ότι ικανοποιούνται

οι νόµοι (V1)-(V8).
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Ορισµός (5.1)

΄Εστω V ένα µή κενό σύνολο. Αν ‘‘+’’ και ‘‘·’’ είναι δύο πράξεις, πρόσθεση και

πολλαπλασιασµός, ορισµένες ώστε

+ : V ×V → V , και · :R×V → V

για τις οποίες ικανοποιούνται οι νόµοι (V1)-(V8) ϑα λέµε ότι η τριάδα (V ,+, ·)
είναι ένας πραγµατικός διανυσµατικός χώρος, (real vector space), ή απλά

διανυσµατικός χώρος. Αν το R αντικατασταθεί µε το C, δηλαδή οι σταθερές

στον πολλαπλασιασµό είναι µιγαδικές ο διανυσµατικός χώρος λέγεται

µιγαδικός. Στη συνέχεια όταν λέµε διανυσµατικό χώρο ϑα εννοούµε πραγµατικό

διανυσµατικό χώρο, εκτός αν αναφέρεται διαφορετικά. Τα στοιχεία του

διανυσµατικού χώρου ϑα τα λέµε διανύσµατα (vectors).

΄Ετσι οι Rn, Mn,m C [0,1], και Pn µε πράξεις την πρόσθεση διανυσµάτων, µη-

τρώων, ή συναρτήσεων-πολυωνύµων και τον πολλαπλασιασµό µε πραγµατικές

σταθερές είναι τυπικά παραδείγµατα διανυσµατικών χώρων. Στη συνέχεια τον

τυχαίο διανυσµατικό χώρο συµβολίζουµε µε απλά κεφαλαία γράµµατα του λατινι-

κού αλφαβήτου, συνήθως, X , Y , Z .
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Παρατήρηση (5.3)

Αν p είναι ένα πολυώνυµο στον χώρο Pn και p(x)= a0 +a1x +a2x
2 · · ·+anx

n,

τότε η απεικόνιση L :Pn →Rn+1 που ορίζεται µε τη σχέση

L(p)=


a0

a1

...

an

 ∈Rn+1

είναι ένα-προς-ένα και επί και επιπλέον για p,q ∈Pn και λ ∈R ικανοποιεί τις

σχέσεις

L(p+q)= L(p)+ L(q), και L(λp)=λL(p). (3)

Μια τέτοια ένα-προς-ένα απεικόνιση µεταξύ διανυσµατικών χώρων λέγεται

ισοµορφισµός και η ύπαρξη ενός ισοµορφισµού µεταξύ δύο διανυσµατικών

χώρων δηλώνει ότι οι δύο χώροι, πρακτικά, ταυτίζονται. Στη συγκεκριµένη

περίπτωση δεχόµαστε ότι η k-συνιστώσα ενός διανύσµατος στο Rn+1 είναι ο

συντελεστής του x
k−1, k = 1,2, . . .n+1.
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Παρατήρηση (συνέχεια)

΄Ετσι, για παράδειγµα, έχουµε την αντιστοιχία

R3 3
 2

−3

1

↔ 2−3x + x
2 ∈P2.

Επίσης το άθροισµα διανυσµάτων ή το γινόµενο διανύσµατος µε σταθερά

αντιστοιχεί και δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε το άθροισµα των αντιστοίχων

πολυωνύµων ή το γινόµενο του αντίστοιχου πολυωνύµου µε την σταθερά.

Ορισµός (5.2)

Αν (X ,+, ·) και (Y ,+, ·) είναι διανυσµατικοί χώροι µια απεικόνιση F : X → Y η

οποία ικανοποιεί τις σχέσεις

F(x +y)= F(x)+ F(y), και F(λx)=λF(x), (4)

για κάθε x και y στο X και για κάθε λ ∈R, ϑα λέγεται γραµµική απεικόνιση
(linear map) ή γραµµικός µετασχηµατισµός (linear transformation).
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Παράδειγµα (5.6)

Θεωρούµε τα διανύσµατα του R3

u=
1

1

0

 και v=
0

1

1

 .

΄Ολοι οι γραµµικοί συνδυασµοί των u και v αποτελούν διανυσµατικό χώρο.

Αν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

au+bv= a

1

1

0

+b

0

1

1

=
 a

a+b

b

 ,

έτσι αν ονοµάσουµε W το σύνολο των γραµµικών συνδυασµών τότε

W =
{ x

x +y

y

 : x,y ∈R
}
=

{x

z

y

 : x,y ∈R και z = x +y

}
.
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Παράδειγµα (συνέχεια)

Αν w και z είναι διανύσµατα στο W , τότε

w=
 p

p+q

q

 και z=
 r

r + s

s


οπότε για λ ∈R έχουµε

w+z=
 p+ r

(p+q)+ (r + s)
q+ s

=
 p+ r

(p+ r)+ (q+ s)
q+ s

 , λw=
 λp

λ(p+q)
λq

=
 λp

λp+λq

λq


κατά συνέπεια w+ z ∈W και λw ∈W . Το µηδενικό διάνυσµα περιέχεται στο W

αφού 0= 0u+0v. Επίσης αν w ∈W , τότε για κάποια a,b ∈ R είναι w= au+bv,

οπότε −w= (−a)u+ (−b)v ∈W . Οι υπόλοιποι νόµοι (V1), (V2) και (V5)-(V8)
αυτόµατα ικανοποιούνται αφού αφορούν σε ιδιότητες των πράξεων µεταξύ

στοιχείων του R3, ή του R και του R3 και W ⊂R3. ΄Ετσι η δοµή (W ,+, ·) είναι

διανυσµατικός χώρος.
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Από το Παράδειγµα 5.6 εξάγονται µερικά σηµαντικά συµπεράσµατα :

(Σ1) ΄Ενα υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου µπορεί να είναι διανυσµατικός

χώρος µε πράξεις τον περιορισµό των πράξεων του αρχικού χώρου στο

υποσύνολο.

(Σ2) Το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών κάποιας συλλογής

διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου µε πράξεις τον περιορισµό των

πράξεων του αρχικού χώρου έχει τη δοµή διανυσµατικού χώρου.

Ορισµός (5.3)

Εάν ο X είναι διανυσµατικός χώρος και W ⊆ X , ϑα λέµε ότι ο W είναι

διανυσµατικός υπόχωρος (vector subspace) ή απλά υπόχωρος του X εάν ο

περιορισµός των πράξεων του X στο W προσδίδει στο W τη δοµή

διανυσµατικού χώρου.

Θεώρηµα (5.4)

Εάν ο X είναι διανυσµατικός χώρος και W ⊆ X , ο W είναι υπόχωρος του X αν και

µόνο αν για κάθε u και v στο W και για κάθε λ και µ στο R το λu+µv είναι

στοιχείο του W .
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Ορισµός (5.4)

Εάν ο X είναι διανυσµατικός χώρος και u1,u2, . . . ,un είναι διανύσµατα του X , το

σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών των uk , k = 1,2, . . . ,n συµβολίζουµε

µε span{u1,u2, . . . ,un}, έτσι

span{u1,u2, . . . ,un} = {v : v= c1u1 +c2u2 +·· ·+cnun, c1,c2, . . . ,cn ∈R}

και ονοµάζουµε διάνοιγµα (span) των uk , k = 1,2, . . . ,n. Αν S ⊆ X µε span(S)
συµβολίζουµε το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών πεπερασµένου

πλήθους στοιχείων του S.

Θεώρηµα (5.5)

΄Εστω ότι u1,u2, . . . ,un είναι διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου X , τότε

(1) Το span{u1,u2, . . . ,un} είναι υπόχωρος του X .

(2) Εάν W είναι υπόχωρος του X και {u1,u2, . . . ,un} ⊆W , τότε το διάνοιγµα

span{u1,u2, . . . ,un} είναι υπόχωρος του W , δηλαδή ο span{u1,u2, . . . ,un}
είναι ο µικρότερος υπόχωρος ο οποίος περιέχει τα διανύσµατα

u1,u2, . . . ,un.
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Παράδειγµα (5.7 Η ευθεία ως διανυσµατικός υπόχωρος)

Εάν u 6= 0 είναι ένα διάνυσµα στο Rn, τότε το span{u} είναι υπόχωρος του Rn και

αποτελείται απ΄ όλα τα διανύσµατα της µορφής λu µε λ ∈R. Κατά συνέπεια

είναι η ευθεία που περιέχει το u, ας την πούµε Lu. Η Lu µπορεί να παρασταθεί

µε την διανυσµατική εξίσωση

r(t)= tu, t ∈R.

Ειδικά στο R2 αν u= (
p q

)T
το διάνυσµα

(
x y

)T
ανήκει στον Lu αν και µόνον αν(

x

y

)
= t0

(
p

q

)
⇔

{
x = pt0

y = qt0

για κάποιο t0 ∈R, απ΄ όπου έπεται ότι qx = py , ή qx −py = 0. Συµπέρασµα: οι

ευθείες που είναι υπόχωροι στο R2 έχουν αλγεβρική εξίσωση ax +by = 0.

Σηµειώνουµε ότι µια ευθεία µε εξίσωση ax +by +c = 0, µε c 6= 0, δεν µπορεί

να είναι υπόχωρος του R2 γιατί δεν περιέχει το διάνυσµα 0.
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