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1. Γραµµικά συστήµατα και Μητρώα. Το γραµµικό σύστηµα

a1x +b1y +c1z = d1

a2x +b2y +c2z = d2

a3x +b3y +c3z = d3

(1)

µε αγνώστους x,y ,z µπορεί να παρασταθεί ως ισότητα διανυσµάτων του R3 ωςa1x +b1y +c1z

a2x +b2y +c2z

a3x +b3y +c3z

=
d1

d2

d3

 , (2)

ή ισοδύναµα ως απόρροια των πράξεων των διανυσµάτων ωςa1

a2

a3

x +
b1

b2

b3

y +
c1

c2

c3

z =
d1

d2

d3

 , (3)

ή σε ακόµη περισσότερο ‘‘κωδικοποιµένη’’ µορφή ωςa1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

x

y

z

=
d1

d2

d3

 . (4)
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Το αντικείµενο a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 ,

περιέχει καταχωρηµένο σε κατάλληλη ϑέση τον συντελεστή κάθε αγνώστου κά-

ϑε εξίσωσης. Η πρώτη γραµµή περιέχει τους συντελεστές της πρώτης εξίσωσης,

ή πρώτη στήλη τους συντελεστές του πρώτου αγνώστου και ούτω καθεξής. Η διά-

ταξη αυτή µπορεί να ιδωθεί ως ένα πολύστηλο διάνυσµα και ονοµάζεται µητρώο,

ή µήτρα (matrix), ή και (όπως λανθασµένα έχει επικρατήσει) πίνακας. Επισηµαί-

νουµε ότι ο τρόπος γραφής (4) του αρχικού συστήµατος εµπεριέχει την πράξη

του πολλαπλασιασµού του µητρώου των συντελεστών του συστήµατος µε το διά-

νυσµα των αγνώστων του συστήµατοςx

y

z

 .
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Συγκεκριµένα από την ισοδυναµία των (2), (3) και (4) προκύπτειa1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

x

y

z

=
a1

a2

a3

x +
b1

b2

b3

y +
c1

c2

c3

z =
a1x +b1y +c1z

a2x +b2y +c2z

a3x +b3y +c3z

 . (5)

Σηµειώνουµε ότι το αρχικό σύστηµα µπορεί να παρασταθεί µε το µητρώο όλων

των δεδοµένων (data) του συστήµατος, το επαυξηµένο (augmented) µητρώο

όπως ονοµάζεται, a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

 (6)

στο οποίο, όπως και στην περίπτωση του µητρώου των συντελεστών, αναγνωρί-

Ϲουµε τι περιέχει η κάθε γραµµή και η κάθε στήλη. Για παράδειγµα η πρώτη στήλη

περιέχει τους συντελεστές του πρώτου αγνώστου µε τη σειρά που εµφανίζονται

σε κάθε εξίσωση του συστήµατος, και ανάλογα η δεύτερη γραµµή περιέχει τα

δεδοµένα της δεύτερης εξίσωσης µε τη σωστή σειρά παράθεσης.
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Ορισµός (2.1)

΄Εστω ότι τα a1,a2, . . . ,am είναι διανύσµατα του Rn, όπου γράφουµε

ak =


a1k

a2k

...

ank

 , k = 1,2, . . . ,m.

Τη διάταξη-παράθεση

(
a1 a2 · · · am

)=


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

...

an1 an2 · · · anm


λέµε µητρώο µε n γραµµές και m στήλες, ή απλά n×m µητρώο. Λέµε επίσης

ότι το µητρώο A έχει διάσταση n×m. Εάν A είναι ένα n×m µητρώο γράφουµε

A= (
aij

)
, i = 1,2, . . . ,n, j = 1,2, . . . ,m.
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Ορισµός (2.2)

Το σύνολο των n×m µητρώων A= (
aij

)
µε aij ∈F , όπου F =R, ή F =C, το

σώµα των πραγµατικών ή των µιγαδικών αριθµών, συµβολίζουµε µε Mn,m(F ).

Πολλές ϕορές γράφουµε απλά Mn,m αν δεν χρειάζεται να γίνει ιδιαίτερη

αναφορά στο σώµα. Ενίοτε γράφουµε Rn×m αντί του Mn,m(R) και Cn×m αντί του

Mn,m(C). ΄Ενα n×n µητρώο λέγεται τετραγωνικό.

Παράδειγµα (2.1)

Σύµφωνα µε τον ορισµό τα

(
a b c

)
,

(
a b

c d

)
,

a b

c d

e f

 ,

(
a b c

d e f

)
,

a

b

c

 ,
(
a

)
είναι µητρώα διαστάσεων 1×3, 2×2, 3×2, 2×3, 3×1, και 1×1 αντίστοιχα.

΄Ενα n×1 µητρώο είναι ένα διάνυσµα στο Rn, ή στο Cn. Πολλές ϕορές όταν δεν

δηµιουργείται σύγχυση ένα 1×1 µητρώο
(
a

)
µπορούµε να το ταυτίζουµε µε τον

αριθµό a.
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2. Πράξεις µεταξύ µητρώων. Γενικεύοντας τις πράξεις διανυσµάτων πρόσθεση,

και πολλαπλασιασµό µε σταθερά, για A = (
aij

)
και B = (

bij

)
n×m µητρώα και λ

µια σταθερά ορίζουµε

A+B =


a11 +b11 a12 +b12 · · · a1m +b1m

a21 +b21 a22 +b22 · · · a2m +b2m

...
...

...

an1 +bn1 an2 +bn2 · · · anm +bnm



λA=


λa11 λa12 · · · λa1m

λa21 λa22 · · · λa2m

...
...

...

λan1 λan2 · · · λanm



A−B =A+ (−1)B =


a11 −b11 a12 −b12 · · · a1m −b1m

a21 −b21 a22 −b22 · · · a2m −b2m

...
...

...

an1 −bn1 an2 −bn2 · · · anm −bnm

 .

(7)
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Ορισµός (2.3)

Θα λέµε ότι τα µητρώα A και B είναι ίσα και ϑα γράφουµε A= B, εάν

1 έχουν την ίδια διάσταση, έστω n×m, και

2 αν A= (
aij

)
και B = (

bij

)
, τότε aij = bij για κάθε i ∈ {1,2, . . . ,n} και για κάθε

j ∈ {1,2, . . . ,m}.

Με O συµβολίζουµε, για κάθε διάσταση, το µητρώο του οποίου όλα τα στοιχεία

είναι ίσα µε 0. ΄Ετσι αν A είναι ένα n×m µητρώο, τότε A+O = O+A = A. Εδώ

το O έχει διάσταση n×m. Το O ονοµάζουµε µηδενικό µητρώο ή απλά µηδέν.

Εάν A= (
aij

)
είναι ένα n×m µητρώο γράφουµε

A= (
a1 a2 · · · am

)
, όπου aj =


a1j

a2j

...

anj

 , j = 1,2, . . . ,m.
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Πολλαπλασιασµός µητρώων. Εάν A = (
aij

) ∈Mn,m(R), και b ∈ Rm , όπως στην

(5), ορίζουµε το γινόµενο Ab µε τη σχέση

Ab=


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

...

an1 an2 · · · anm




b1

b2

...

bm

=


a11b1 +a12b2 +·· ·+a1mbm

a21b1 +a22b2 +·· ·+a2mbm

...

an1b1 +an2b2 +·· ·+anmbm

 . (8)

Είναι εποικοδοµητικό να ϑυµόµαστε ότι

Ab=


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m

...
...

...

an1 an2 · · · anm




b1

b2

...

bm

=


a11

a21

...

an1

b1 +


a12

a22

...

an2

b2 +·· ·+


a1m

a2m

...

anm

bm. (9)

Γενικεύοντας το πολλαπλασιασµό, αν A= (
aij

)
είναι ένα n×m µητρώο και B = (

bij

)
είναι ένα m×k µητρώο γράφοντας B = (

b1 b2 · · · bk

)
ορίζουµε το γινόµενο AB

µε τη σχέση

AB = (
Ab1 Ab2 · · · Abk

)
. (10)
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΄Ετσι το γινόµενο AB είναι το n× k µητρώο C =AB µε

C = (
c1 c2 · · · ck

)
, όπου cj =Abj , j = 1,2, . . . ,k (11)

ειδικότερα αν C = (
cij

)
, τότε µέσω της (9) προκύπτει ότι

cij = ai1b1j +ai2b2j +·· ·+aimbmj . (12)

Σηµείωση. Από τις (8) και (10) συνάγονται τα παρακάτω συµπεράσµατα :

(1) Το γινόµενο ενός n×m µητρώου µε διάνυσµα του Rk ορίζεται µόνο αν

k =m.

(2) Το γινόµενο ενός n×m µητρώου µε ένα m× k µητρώο είναι ένα n× k

µητρώο, σχηµατικά

(n×m) · (m× k)→ n× k

(3) Εάν τα A και B είναι µητρώα συµβατών, όσον αφορά στον πολλαπλασιασµό

µητρώων, διαστάσεων, και C =AB, τότε το στοιχείο cij είναι το γινόµενο του

µητρώου ‘‘i-γραµµή του A’’ µε το µητρώο ‘‘j-στήλη του B’’, ϐλέπε (12).
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Παράδειγµα (2.2)

Να υπολογισθούν τα a και b στο γινόµενο που ακολουθεί

(
1 2 −2

2 3 0

)3 −1 0 2

2 −3 1 2

4 5 −2 1

=
(ä ä a ä
ä b ä ä

)
.

Σηµειώνουµε ότι το γινόµενο ορίζεται και είναι ένα 2×4 µητρώο.

Το a ϐρίσκεται στην πρώτη γραµµή και στην τρίτη στήλη του γινοµένου, άρα

a = (
1 2 −2

) 0

1

−2

= (1)(0)+ (2)(1)+ (−2)(−2)= 6.

Το b είναι στην δεύτερη γραµµή και στην δεύτερη στήλη του γινοµένου, άρα

b = (
2 3 0

)−1

−3

5

= (2)(−1)+ (3)(−3)+ (0)(5)=−11.
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Παρατήρηση (2.1)

Παρατηρείστε ότι αν

A=
(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)
και P =

p1 q1

p2 q2

p3 q3

 ,

τότε

AP =
(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)p1 q1

p2 q2

p3 q3

=
(
a1p1 +b1p2 +c1p3 a1q1 +b1q2 +c1q3

a2p1 +b2p2 +c2p3 a2q1 +b2q2 +c2q3

)

ενώ

PA=
p1 q1

p2 q2

p3 q3

(
a1 b1 c1

a2 b2 c2

)
=

p1a1 +q1a2 p1b1 +q1b2 p1c1 +q1c2

p2a1 +q2a2 p2b1 +q2b2 p2c1 +q2c2

p3a1 +q3a2 p3b1 +q3b2 p3c1 +q3c2


κατά συνέπεια AP 6= PA αφού δεν έχουν την ίδια διάσταση.
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Παράδειγµα (2.3)
Αν

A=
(
2 −1

0 3

)
και B =

(
5 2

1 −1

)
,

τότε

AB =
(
2 −1

0 3

)(
5 2

1 −1

)
=

(
9 5

3 −3

)
BA=

(
5 2

1 −1

)(
2 −1

0 3

)
=

(
10 1

2 −4

)
,

οπότε AB 6= BA.

Παρατήρηση (2.2)

Εάν το A είναι ένα n×m µητρώο, τότε γράφοντας, κατ΄ εξαίρεση, Op×q το

µηδενικό µητρώο διάστασης p×q, έχουµε

(1) Ok×nA=Ok×m, για κάθε k ∈N.

(2) AOm×l =On×l , για κάθε l ∈N.
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Παρατήρηση (2.3)

Παρατηρούµε ότι (
1 0

0 1

)(
1 2 −2

2 3 0

)
=

(
1 2 −2

2 3 0

)
(
1 2 −2

2 3 0

)1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
(
1 2 −2

2 3 0

)

δηλαδή το τετραγωνικό n×n µητρώο I = (
iij

)
µε iii = 1, και iij = 0 για i 6= j, για

κατάλληλο n, συµπεριφέρεται όπως το 1 στον πολλαπλασιασµό.

Ορισµός (2.4)

Το τετραγωνικό n×n µητρώο I = (
δij

)
, όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker,

(δii = 1 και δij = 0, εάν i 6= j) ϑα το λέµε ταυτοτικό µητρώο (identity matrix) και ϑα

το συµβολίζουµε µε I ή µε In αν χρειάζεται να δηλωθεί η διάσταση.
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Εάν το A είναι τετραγωνικό µητρώο ορίζουµε για n= 0,1,2, . . . τις δυνάµεις του A

A
0 = I, A

1 =A, A
2 =AA, A

n+1 =AA
n.

΄Ετσι αν το A είναι τετραγωνικό µητρώο και m και n είναι µη αρνητικοί ακέραιοι,

τότε

A
m

A
n =AA · · ·A︸ ︷︷ ︸

m ϕορές

AA · · ·A︸ ︷︷ ︸
n ϕορές

=A
m+n

(Am)n =A
m

A
m · · ·Am︸ ︷︷ ︸

n ϕορές

=A
mn.

Πολυώνυµα µητρώων. Αν A είναι ένα τετραγωνικό µητρώο και m και n είναι µη

αρνητικοί ακέραιοι ορίζεται το µητρώο-γραµµικός συνδυασµός

λA
m +µA

n

µε λ,µ ∈ R, είναι τετραγωνικό µητρώο. ΄Ετσι αν p είναι ένα πολυώνυµο, για

παράδειγµα αν p(t)= a0+a1t +a2t
2+·· ·+ant

n, ορίζεται το µητρώο p(A) µε τη

σχέση

p(A)= a0I+a1A+a2A
2 +·· ·+anA

n.
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Παράδειγµα (2.4)

΄Εστω A ένα τετραγωνικό µητρώο, και p(t)= 1+ t
2. Εάν το A είναι ‘‘ρίζα’’ του p,

δηλαδή p(A)=O, να υπολογισθούν οι ϑετικές δυνάµεις του µητρώου A.

Από τη σχέση p(A)=O ϐρίσκουµε

I+A
2 =O ⇒A

2 =−I,

έτσι από τις ιδιότητες των δυνάµεων µητρώου για κάθε n= 0,1,2, . . .
υπολογίζουµε

A
2n = (A2)n = (−I)n = (−1)n

I

A
2n+1 =A

2n
A= (−1)n

IA= (−1)n
A.

΄Ασκηση (2.2)

Να ϐρεθούν όλα τα 2×2 µητρώα που ικανοποιούν την εξίσωση I+A
2 =O, όπου

O είναι τη µηδενικό µητρώο.
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Πρόταση (2.1)

Εάν τα µητρώα A,B,C έχουν διατάσεις ώστε η κάθε µια από τις πράξεις να

µπορεί να εκτελεστεί, και λ,µ είναι σταθερές, τότε ισχύουν οι νόµοι

(1) A+B = B+A

(2) A+ (B+C)= (A+B)+C

(3) A(BC)= (AB)C

(4) A(B+C)=AB+AC

(5) (A+B)C =AC+BC

(6) λA=Aλ

(7) λ(A+B)=λA+λB

(8) (λ+µ)A=λA+µA

(9) A(λB)= (λA)B =λ(AB)
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3. Το ανάστροφο µητρώο

Ορισµός (2.5)

Εάν A είναι ένα n×m µητρώο ορίζουµε το ανάστροφο µητρώο του A, το οποίο

συµβολίζουµε µε A
T, να είναι το m×n µητρώο του οποίου οι στήλες είναι οι

γραµµές του A µε την ίδια διάταξη, δηλαδή η πρώτη στήλη του A
T είναι η πρώτη

γραµµή του A, η δεύτερη στήλη του A
T είναι η δεύτερη γραµµή του A και ούτω

καθεξής.
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Παράδειγµα (2.5)

Εάν

A=
(
1 2 −2

2 3 0

)
, B = (

1 0 −2
)
, C =

 1

0

−2

 ,

από τον ορισµό του ανάστροφου µητρώου ϐρίσκουµε

A
T =

 1 2

2 3

−2 0

 , B
T =

 1

0

−2

 , C
T = (

1 0 −2
)
.

Παρατηρούµε ότι αφενός C = B
T και C

T = B και αφετέρου ότι (CT)T = B
T =C.

Επιπλέον

C
T
C = (

1 0 −2
) 1

0

−2

= 1+0+4= 5

ως 1×1 µητρώο, ενώ
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Παράδειγµα (συνέχεια)

CC
T =

 1

0

−2

(
1 0 −2

)=
 1 ·1 1 ·0 1 · (−2)

0 ·1 0 ·0 0 · (−2)
(−2) ·1 (−2) ·0 (−2) · (−2)

=
 1 0 −2

0 0 0

−2 0 4

 .

Θεώρηµα (2.1)

Εάν A και B είναι µητρώα καταλλήλων διαστάσεων ώστε οι σχετικές πράξεις να

µπορούν να εκτελεστούν, τότε

(1) (AT)T =A.

(2) (A+B)T =A
T+B

T
.

(3) (λA)T =λA
T
, για κάθε σταθερά λ.

(4) (AB)T = B
T
A

T
.

Παρατηρούµε ότι

(A2)T = (AA)T =A
T
A

T = (AT)2

κατά συνέπεια για n= 0,1,2, . . . είναι (An)T = (AT)n (γιατί;).
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Παρατήρηση (2.4)

΄Ενα n×1 πραγµατικό µητρώο A είναι ένα διάνυσµα στο Rn και

A
T =


a1

a2

...

an


T

= (
a1 a2 · · · an

)⇒A= (AT)T = (
a1 a2 · · · an

)T

όπως γράψαµε ένα διάνυσµα-γραµµή στο Rn. Παρατηρούµε επίσης ότι

A
T
A= (

a1 a2 · · · an

)


a1

a2

...

an

= a
2
1 +a

2
2 +·· ·+a

2
n

(13)

το οποίο είναι αριθµός ως 1×1 µητρώο ή διάνυσµα. Αν a και b είναι διανύσµατα

στον Rn, κατανοώντας την πράξη aTb ως γινόµενο µητρώων ϑα γράφουµε
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Παρατήρηση (συνέχεια)

aTb= (
a1 a2 · · · an

)


b1

b2

...

bn

= a1b1 +a2b2 +·· ·+anbn.

Θυµίζει κάτι αυτό το αποτέλεσµα ; ΄Ετσι αν a ∈Rn, τότε

‖a‖ =
√

a
2
1
+a

2
2
+·· ·+a

2
n =

√
aTa.

Αν M είναι ένα τυπικό µητρώο ας συµβολίσουµε µε Mi∗ την i γραµµή του M, ως

διάνυσµα-στήλη και µε M∗j την j στήλη του M ως διάνυσµα. Αν A είναι ένα n×m

µητρώο και B ένα m× k µητρώο, τότε το γινόµενο AB µπορεί να γραφεί ως

AB =


A

T
1∗B∗1 A

T
1∗B∗2 . . . A

T
1∗B∗k

A
T
2∗B∗1 A

T
2∗B∗2 . . . A

T
2∗B∗k

...
...

...

A
T
n∗B∗1 A

T
n∗B∗2 . . . A

T
n∗B∗k

= (
A

T
i∗B∗j

)
. (14)
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Ορισµός (2.6)

΄Ενα τετραγωνικό µητρώο A για το οποίο ισχύει A
T =A λέγεται συµµετρικό.

Ας ϑεωρήσουµε ένα n× n µητρώο A = (
aij

)
, τότε A

T = (
a
′
ij
=)

µε a
′
ij
= aji (η

i-γραµµή του A
T είναι η i-στήλη του A και η j-στήλη του A

T είναι η j-γραµµή του

A). ΄Ετσι αν το A είναι συµµετρικό, τότε

aij = a
′
ij
= aji

για όλα τα i, j, συνεπώς ένα τέτοιο µητρώο είναι συµµετρικό ως προς την κύρια

διαγώνιό του, γεγονός που δικαιολογεί τον χαρακτηρισµό συµµετρικό. Για παρά-

δειγµα το  1 0 −2

0 3 −1

−2 −1 4

 .

είναι συµµετρικό.

΄Ασκηση (2.4)

Εάν το A είναι ένα n×m µητρώο δείξτε ότι το καθένα από τα µητρώα A
T
A και

AA
T ορίζεται και είναι συµµετρικό.

Γραµµική ΄Αλγεβρα - ∆02 Μητρώα 10/Ξ/2022 23 / 23

ΕΣτΤΜ
ΗΥΠ


