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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 8ης δ.

Ορθοκανικοποίηση διανυσµάτων και διαδικασία Gram-Schmidt.

Παραγοντοποίηση QR µέσω Gram-Schmidt (απλή αναφορά)

Θεώρηµα προβολής

Γενική ϑεώρηση προβληµάτων ελαχιστοποίησης

Προβλήµατα και προσεγγίσεις ελαχίστων τετραγώνων
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα συζητήσουµε (όροι 9ης δ.):

Εσωτερικό γινόµενο, νόρµα και ελάχιστα τετράγωνα σε διανυσµατικούς

χώρους συναρτήσεων.

Gram-Schmidt σε χώρους πολυωνύµων και ϐέλτιστη προσέγγιση.

συναρτήσεων.

Gram-Schmidt σε χώρους πολυωνύµων και ϐέλτιστη προσέγγιση.

συναρτήσεων.

Ενδιαφέρουσες ϐαθµωτές συναρτήσεις µητρώων : ΄Ιχνος και Ορίζουσα

αξιωµατικός ορισµός ορίζουσας

τρόποι υπολογισµού ορίζουσας

ιδιότητες ορίζουσας

επίλυση συστήµατος και αντιστροφή µητρώου µέσω οριζουσών.

τύπος Sylvester

επίλυση συστήµατος και αντιστροφή µητρώου µέσω οριζουσών.
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Υπό συζήτηση ενότητες

(CEID ∆ιάλεξη 9 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 24 Απριλίου 2018 4 / 75



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Προσέγγιση συναρτήσεων µε ελάχιστα τετράγωνα :

Εισαγωγή I

Γνωρίζουµε ότι πολλές κατηγορίες συναρτήσεων αποτελούν δ.χ.

Παραδείγµατα : α) Pn : τα πολυώνυµα ϐαθµού ≤ n. (ο δ.χ. έχει διάσταση n + 1). ϐ)

C[−1,1]: χώρος συνεχών συναρτήσεων στο κλειστό διάστηµα [−1,1]. γ) Τα

πολυώνυµα οποιουδήποτε ϐαθµού (οι δ.χ. είναι απειροδιάστατοι).

Για ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f ,g στο διάστηµα [a,b] και ϑετική συνάρτηση w ,

το ορισµένο ολοκλήρωµα

〈f ,g〉 :=
∫

b

a

f(t)g(t)w(t)dt

ορίζει εσωτερικό γινόµενο.

Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε και καθετότητα συναρτήσεων. Για παράδειγµα,

αν w(x) = 1, οι συναρτήσεις {1,x, 1

2
(3x

2−1)} είναι κάθετες µεταξύ τους. Επίσης

είναι γραµµικά ανεξάρτητες και αποτελούν ϐάση για τον P2[−1,1] που είναι

υπόχωρος του C[−1,1].

Μπορούµε να εφαρµόσουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt σε πολυώνυµα και να

κατασκευάσουµε Ορθογώνια Πολυώνυµα (σε κάποιο διάστηµα και ως προς

δεδοµένη συνάρτηση w .)
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Προσέγγιση συναρτήσεων µε ελάχιστα τετράγωνα :

Εισαγωγή II

Ερώτηµα ∆ίνεται συνάρτηση f από κάποιο χώρο συναρτήσεων και ϑέλουµε να ϐρούµε

ϐέλτιστη προσέγγισή της ως προς το κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων από κάποιον

επιλεγµένο γραµµικό υπόχωρο, π.χ. τα πολυώνυµα, µε ϐάση το παραπάνω εσωτερικό

γινόµενο.

Επίλυση όπως πριν, ϑα αξιοποιήσουµε το ότι η διαφορά της υπό προσέγγιση συνάρτησης

από τη ϐέλτιστη προσέγγιση ϑα είναι κάθετη σε όλες τις συναρτήσεις του υποχώρου απ΄

όπου «χτίζουµε» την προσέγγιση.
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Ιδέα

Από το ϑεώρηµα προβολής, αν αφαιρέσουµε από τη συνάρτηση το γραµµικό

συνδυασµό που παράγει τη συνάρτηση ϐέλτιστης προσέγγισης, το κατάλοιπο ϑα

είναι κάθετο σε όλες τις συναρτήσεις φj , εποµένως 〈f −∑
n

j=1
γjφj ,φi〉= 0 για

i = 1, ...,n. Εποµένως 〈f ,φ1〉
.
.
.

〈f ,φn〉

 =

 〈φ1,φ1〉 · · · 〈φ1,φn〉
.
.
.

.

.

.

〈φn,φ1〉 · · · 〈φn,φn〉


︸ ︷︷ ︸

Μητρώο Gram

 γ1

.

.

.

γn

.
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Παράδειγµα

Να υπολογιστεί η ϐέλτιστη προσέγγιση της συνάρτησης x
2

από τον υπόχωρο

span〈1,x〉 µε εσωτερικό γινόµενο 〈f ,g〉 :=
∫

1

−1
f(x)g(x)dx .

΄Εστω φ(x) = γ1 + γ2x η Ϲητούµενη προσέγγιση, τότε αν r(x) = x
2−φ(x) ϑα

πρέπει από το ϑεώρηµα ορθογωνιότητας 〈r,1〉= 〈r,x〉= 0. Εποµένως

〈x2,1〉 =
∫

1

−1

x
2
dx =

2

3

〈x2,x〉 =
∫

1

−1

x
3
dx = 0

〈1,1〉 = 2,〈1,x〉= 0

〈x,1〉 = 0,〈x,x〉=
2

3
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(
2

3

0

)
=

(
2 0

0
2

3

)(
γ1

γ2

)
.⇒ γ1 =

1

3
,γ2 = 0.

΄Αρα η ϐέλτιστη προσέγγιση είναι φ(x) = 1

3
.

Προσέξτε επίσης ότι 〈1,x〉= 0 δηλ, οι συναρτήσες φ1(x) = 1 και φ2(x) = x είναι

κάθετες ως προς το παραπάνω εσωτερικό γινόµενο.

Προσοχή: Με τον ίδιο τρόπο αλλά λύνοντας το σύστηµα 0

2

5

0

 =

 2 0
2

3

0
2

3
0

2

3
0

2

5

 γ1

γ2

γ3

.⇒ γ1 = 0,γ1 =
3

5
,γ3 = 0.

προκύπτει ότι η ϐέλτιστη προσέγγιση του x
3

από το χώρο πολυωνύµων 〈1,x,x2〉
ως προς παραπάνω εσωτερικό γινόµενο είναι φ(x) = 3

5
x .

(CEID ∆ιάλεξη 9 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 24 Απριλίου 2018 9 / 75



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Οπτικοποίηση των ϐέλτιστων προσεγγίσεων
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Ορθογώνια πολυώνυµα Legendre

Παράγονται µε διαδικασία Gram-Schmidt επί των {1,x,x2, ...} µε το εσωτερικό

γινόµενο
∫

1

−1
f(x)g(x)dx

Ισχύει ότι
∫

1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = 2

2n+1
δnm (δέλτα Kronecker)

Υπάρχουν πολλές οικογένειες ορθογωνίων πολυωνύµων (π.χ. Chebyshev,

Gegenbauer, Legendre, Laguerre, Hermite...).

Η ϐασική διαφορά τους αφορά στη συνάρτηση ϐάρους.
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Ορθογώνια πολυώνυµα Chebyshev

Παράγονται µε διαδικασία Gram-Schmidt επί των {1,x,x2, ...} µε το εσωτερικό

γινόµενο
∫

1

−1
f(x)g(x) 1√

1−x2
dx

Ισχύει ότι
∫

1

−1
Tn(x)Tm(x)dx = 0 αν m 6= n.

΄Ενα σηµαντικό στοιχείο των ορθογωνίων πολυωνύµων που αξίζει να αναφερθεί

(εκτός ύλης) είναι ότι µπορούν να παραχθούν µε ¨κοντή¨ αναδροµική σχέση (τριών

όρων), π.χ. τα Chebyshev: Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) όπου T0(x) = 1, T1(x) = x .
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Ειδικές τιµές µητρώων

Παρόλο που ένα µητρώο A ∈ Rm×n
περιέχει m×n αριθµούς, σε αυτό

αντιστοιχούν επίσης ορισµένες ειδικές τιµές συνδεδεµένες µε αυτό. Αυτές

είναι ϐαθµωτές συναρτήσεις µητρώου (f : Rn×nR), και αποκαλύπτουν σηµαντικές

πληροφορίες για το µητρώο.

είδος συµβολισµός παρατηρήσεις

διαστάσεις m,n αριθµ. γραµµών και αριθµ. στηλών

αραιότητα nnz(A) πλήθος µη µηδενικών

τάξη rank(A) µέγιστος αριθµ. γ.α. γραµµών (ή στηλών)

νόρµα ‖A‖ µετρική «ϐάρους» , π.χ. supx 6=0

‖Ax‖
‖x‖

ίχνος trace(A) (m = n) ???

ορίζουσα det(A) (m = n) ???

ιδιοτιµές ??? (m = n) ???

ιδιάζουσες τιµές ??? ???
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΄Ιχνος

τετραγωνικού µητρώου

Χαρακτηριστική τιµή για κάθε τετραγωνικό µητρώο ίση µε το άθροισµα των

διαγώνιων στοιχείων του.

Βαθµωτή συνάρτηση

trace : Rn×n −→ R

τέτοια ώστε

trace(A) := α1,1 + α2,2 + · · ·+ αn,n

Ιδιότητες

1 trace(γA + δB) = γtrace(A) + δtrace(B)

2 trace(AB) = trace(BA)

Σηµαντικό επακόλουθο : trace(Q
−1

AQ) = trace(A)
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Ορίζουσα

τετραγωνικού µητρώου

Μοναδικό χαρακτηριστικό µέγεθος (ϐαθµωτός) που υπάρχει για κάθε

τετραγωνικό µητρώο.

det : Rn×n −→ R

«Συµπυκνώνει» πληροφορίες σχετικά µε το µητρώο.

Η πιο γνωστή: ΄Ενα µητρώο A είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν

det(A) 6= 0.

Υπολογιστικά ϑέµατα : Ο πιο πρακτικός τρόπος υπολογισµού του για µέτριο ή

µεγάλο n είναι ως παραπροϊόν της παραγοντοποίησης LU µε το αντίστοιχο

κόστος.

΄Εχει χρήσιµη γεωµετρική ερµηνεία ως «όγκος» στο n-διάστατο χώρο.
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Ιστορικά

Η µελέτη των οριζουσών προηγήθηκε της Γραµµικής ΄Αλγεβρας : Ο Gauss

(1801) χρησιµοποίησε τον όρο εννοώντας την διακρίνουσα πολυωνύµων

4ου ϐαθµού. Ο όρος µε τη σηµερινή έννοια εισήχθη από τον Cauchy

(1812).

Ο Sylvester «ϐάπτισε» τις ¨µήτρες¨ για να αναδείξει ότι «γεννούν» ορίζουσες.
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Τύπος ορίζουσας όταν n = 2

n = 2

A =

(
α11 α12

α21 α22

)
⇒ det(A) =

∣∣∣∣ α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣ := α11α22−α21α12.

Στη συνέχεια ϑα χρησιµοποιήσουµε έναν αξιωµατικό ορισµό της ορίζουσας από

τον οποίο ϑα προκύψει αυτός και άλλο τύποι υπολογισµού.

Παρατήρηση : Να επαληθεύσετε την παρακάτω παραγοντοποίηση.(
α11 α12

α21 α22

)
=

(
1 0

α21α
−1

11
1

)(
α11 α12

0 α22−α21α
−1

11
α12

)
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Βοηθητικοί ορισµοί

΄Εστω δ.χ. U1, ...,Un και W επί του ιδίου σώµατος F και έστω η απεικόνιση

f : U1×U2×·· ·×Un→W

τότε η απεικόνιση ονοµάζεται πλειογραµµική (ή n-γραµµική) αν είναι γραµµική ως

πρός κάθε όρισµα αν τα υπόλοιπα ορίσµατα µείνουν αµετάβλητα, π.χ. αν για

i = 1, ...,n, και uj ∈ Uj , η απεικόνιση

x→ f(u1, . . . ,ui−1,x,ui+1, . . . ,un)

είναι γραµµική.

΄Εστω µια µετάθεση π = (π1, ...,πn) των αριθµών

1 ως n. Ονοµάζουµε ϕυσική διάταξη την n-άδα (1,2, ...,n). Τότε πρόσηµο της

µετάθεσης ονοµάζεται ο αριθµός

σ(π) =


+1 αν η π επανέρχεται στη ϕυσική διάταξη

µε άρτιο πλήθος εναλλαγών

−1 αν η π επανέρχεται στη ϕυσική διάταξη

µε περιττό πλήθος εναλλαγών.
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Ορίζοντας την ορίζουσα (αξιωµατικά)

Η ορίζουσα det(A) ενός πραγµατικού τετραγωνικού µητρώου A ∈ Rn×n
είναι

συνάρτηση µε πεδίο ορισµού το σύνολο των τετραγωνικών µητρώων και πεδίο τιµών

τους ϐαθµωτούς (παρακάτω το σώµα K µπορεί να είναι το R ή το C ):

det : Kn×n −→K

που έχει τις ακόλουθες 3 ιδιότητες
αʹ

A = [a1, · · · ,an] ∈ Rn×n
:

1 Αν ai = aj για i 6= j τότε det([a1, . . . ,an]) = 0 (εκφυλισµός).

2 det([e1, . . . ,en]) = 1 (κανονικότητα).

3 Η det είναι γραµµική ως προς κάθε µία από τις n στήλες :

det([a1, . . . ,aj−1,γa+δb,aj+1, . . . ,an]) = γdet([a1, . . . ,aj−1,a,aj+1, . . . ,an])

+δdet([a1, . . . ,aj−1,b,aj+1, . . . ,an])

Παρατήρηση : Συναρτήσεις πολλών µεταβλητών που είναι γραµµικές ως πρός

κάθε µεταβλητή λέγονται πλειογραµµικές. Για παράδειγµα το εσωτερικό γινόµενο

πραγµατικών διανυσµάτων (χαρακτηρίζεται και ως διγραµµικό).

αʹ
Αναφερόµαστε στις στήλες, αντίστοιχες διατυπώσεις υπάρχουν και ως προς τις γραµµές).
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Σηµαντικά επακόλουθα

΄Εστω το µητρώο (σε µορφή στηλών) A = [a1, · · · ,an] ∈ Rn×n
.

Αν εναλλάξουµε 2 στήλες ενός µητρώου, η ορίζουσα του νέου µητρώου έχει ίδιο

µέτρο αλλά αντίθετο πρόσηµο. Γι΄ αυτό η ορίζουσα χαρακτηρίζεται ως

εναλλασσόµενη απεικόνιση (alternating map).

δείγµα απόδειξης

0 = det([a1 +a2,a1 +a2]) = det([a1,a1])+det([a1,a2])+det([a2,a1])+det([a2,a2])

0 = det([a1,a2])+det([a2,a1])

Αν οι στήλες µητρώου είναι γραµµικά εξαρτηµένες, η ορίζουσα είναι 0.

δείγµα απόδειξης

det([a1,a2,γa1 +δa2]) = γdet([a1,a2,a1])+δdet([a1,a2,a2]) = 0

Αν προσθέσουµε δύο στήλες η ορίζουσα παραµένει αµετάβλητη.

δείγµα απόδειξης

det([a1,a1 +a2]) = det([a1,a1])+det([a1,a2]) = det([a1,a2])
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Ορίζουσα µητρώου 2×2

(Ποιά είναι επιτέλους ;;;)

Μπορούµε να την υπολογίσουµε ϐάσει των παραπάνω ιδιοτήτων :

det([a1,a2]) = det([α11e1 + α21e2,α12e1 + α22e2])

= α11det([e1,α12e1 + α22e2]) + α21det([e2,α12e1 + α22e2])

= α11α12det([e1,e1])+α11α22det([e1,e2])+α21α12det([e2,e1])+α21α22det([e2,e2])

det([a1,a2]) = α11α22 + α21α12det([e2,e1]) = α11α22−α21α12

Προσοχή: πολλοί όροι µηδενίζονται (λόγω «εκφυλισµού»).

΄Οταν n = 2, αντί για 4 = 2
2

όρους, έχουµε µόνον 2.

µε n = 3, αντί για 27 = 3
3

όρους έχουµε 6 ...

... γενικά, αντί για για n
n

όρους, έχουµε n!.
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Υπολογισµός ορίζουσας από αλγεβρικά συµπληρώµατα

Ανάπτυγµα Laplace

det(A) = α11det(A11) + (−1)1+2
α12det(A12) + · · ·+ (−1)1+n

α1ndet(A1n)

Προσωρινός συµβολισµός Με Aij ∈ R(n−1)×(n−1)
συµβολίζεται το µητρώο που

προκύπτει αν διαγράψουµε από το A τη γραµµή i και τη στήλη j. Αποκαλείται

ελάσσον (minor) του στοιχείου αij .

Το ψi,j := (−1)i+jdet(Aij) λέγεται αλγεβρικό συµπλήρωµα του στοιχείου στη ϑέση

(i, j).

Γενικά ισχύει ότι µπορούµε να εκφράσουµε την ορίζουσα ως προς οποιαδήποτε γραµµή

(ή στήλη):

det(A) = αi,1ψi,1 + αi,2ψi,2 + · · ·+ αi,nψi,n

Προσοχή: Στον παραπάνω τύπο εκφράσαµε την ορίζουσα ϐάσει οριζουσών µεγέθους

(n−1)× (n−1).

Σύσταση : Στην εφαρµογή του τύπου, αξίζει να επιλέγουµε τη γραµµή ή στήλη µε τα

περισσότερα µηδενικά !
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Τύπος για n = 3

∣∣∣∣∣ α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣ := α11

∣∣∣∣ α22 α23

α32 α33

∣∣∣∣−α12

∣∣∣∣ α21 α23

α31 α33

∣∣∣∣+ α13

∣∣∣∣ α21 α22

α31 α32

∣∣∣∣
΄Αρα

det(A) = α11α22α33−α11α23α32−α12α21α33 +α12α23α31 +α13α21α32−α13α22α31

Προσέξτε :

det(A) = α11α22α33−α11α23α32−α12α21α33 +α12α23α31 +α13α21α32−α13α22α31
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Τύπος για n = 3

∣∣∣∣∣ α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣ := α11

∣∣∣∣ α22 α23

α32 α33

∣∣∣∣−α12

∣∣∣∣ α21 α23

α31 α33

∣∣∣∣+ α13

∣∣∣∣ α21 α22

α31 α32

∣∣∣∣
΄Αρα

det(A) = α11α22α33−α11α23α32−α12α21α33 +α12α23α31 +α13α21α32−α13α22α31

Προσέξτε :

det(A) = α11α22α33−α11α23α32−α12α21α33 +α12α23α31 +α13α21α32−α13α22α31
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Μεγάλος τύπος ορίζουσας

... και πρόσηµο µετάθεσης

Προσοχή: Για µία µετάθεση π των στοιχείων (1, ...,n), δηλ. (π(1), . . . ,π(n)), ορίζουµε ως πρόσηµο της

µετάθεσης, σ(π), µία τιµή ±1. Η τιµή ϑα είναι +1 αν η µετάθεση π προέρχεται από άρτιο αριθµό εναλλαγών ή

−1 αν προέρχεται από περιττό αριθµό εναλλαγών. Το αντίστοιχο µητρώο µετάθεσης Pπ ϑα είναι εκείνο για το

οποίο Pπ


1

2

.

.

.

n

=

π(1)
π(2)
· · ·

π(n)

. Παρατηρήστε ότι το Pπ είναι µετάθεση του ταυτοτικού, εποµένως det(Pπ) =±1.

Η τιµή του συµπίπτει µε το πρόσηµο της µετάθεσης.

Μεγάλος τύπος (γιατί έχει n! όρους)

det(A) = ∑π∈S σ(π)α1π(1) · · ·αnπ(n) όπου S είναι το σύνολο των n! µεταθέσεων

των στοιχείων (1, ...,n) και σ(π) είναι το πρόσηµο της µετάθεσης π.
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Ορίζουσες µητρώων µε ειδική δοµή

Τριγωνικά : Η ορίζουσα κάθε τριγωνικού µητρώου είναι ίση µε το γινόµενο όλων

των στοιχείων της διαγωνίου του.

Κατά πλοκάδες τριγωνικά Αν A,D τετραγωνικά µητρώα, τότε

det
(

A B

0 D

)
= det(A)det(D)

Ειδική περίπτωση αν Â ∈ R(n−1)×(n−1)
,

det
(

1 ? · · · ?

0n−1,1 Â

)
= det(Â)

Προσοχή: Γενικά

det
(

A B

C D

)
6= det(A)det(D) καθώς επίσης

6= det(A)det(D)−det(B)det(C)
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΄Αλλες χρήσιµες ιδιότητες

Το A είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν det(A) 6= 0.

det(A
−1) = 1/det(A

>) αν det(A) 6= 0.

det(A) = det(A
>)

det(AB) = det(A)det(B)

ΠΡΟΣΟΧΗ Η τελευταία ιδιότητα αποκαλύπτει έναν τρόπο υπολογισµού του det(A)
που έχει περίπου όσες πράξεις χρειάζεται η παραγοντοποίηση LU.

Πώς ; Αν A = PLU τότε

det(A) = det(P)det(L)︸ ︷︷ ︸
=1

det(U)

= (−1)κdet(U) = (−1)κ
υ11υ22 · · ·υnn.

όπου κ είναι ο αριθµός των εναλλαγών που µετατρέπουν το I σε P. Το (−1)κ
ϑα

είναι το πρόσηµο της αντίστοιχης µετάθεσης.

(CEID ∆ιάλεξη 9 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 24 Απριλίου 2018 26 / 75



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Κριτική

Γιατί δεν λύνουµε µε Cramer;

Ο υπολογισµός της ορίζουσας µε τους παραπάνω τύπους είναι ακριβός

... εκτός αν την υπολογίσουµε µέσω LU

... οπότε δεν υπάρχει λόγος να χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα

... γιατί από την LU ϐρίσκουµε τη λύση µε µπρος και πίσω αντικατάσταση, πιο

ϕθηνά !

Εκτός αν επικρατούν ειδικές συνθήκες ! (π.χ. κάτω τριγωνικό µητρώο)
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Ορίζουσες και τάξη µητρώου

Ενδιαφέρον : ΄Ενα µητρώο A ∈ Rm×n
έχει τάξη ακριβώς r ανν και µόνον αν το

µεγαλύτερο τετραγωνικό (υπο)µητρώο µε µη µηδενική ορίζουσα είναι r× r .
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Κανόνας Cramer

και επίλυση γραµµικών συστηµάτων

Αν Ax = b τότε κάθε στοιχείο του x µπορεί να υπολογιστεί µε τον κανόνα Cramer

που εκφράζεται ως εξής :

΄Εστω οι στήλες a1, ...,an τ.ώ. det([a1, ...,an]) 6= 0. ΄Εστω επίσης ϐαθµωτοί

ξ1, ...,ξn τ.ώ.

x = ξ1e1 + · · ·+ ξnen.

Τότε για κάθε j = 1, ...,n ισχύει ότι

ξj =
det([a1, ...,aj−1,b,aj+1, ...,an])

det([a1, ...,an])
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Τύπος αντιστρόφου

Θεώρηµα

Αν το A είναι αντιστρέψιµο, τότε

(A
−1)i,j = (−1)i+j

det(Aj,i)

det(A)

=
ψj,i

det(A)
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Παραδείγµατα οριζουσών

εµφανίζονται συχνά στις εφαρµογές

Μητρώο τάξης 1 ΄Εστω ότι από τα διανύσµατα (στήλες) u,v κατασκευάζουµε το

µητρώο A = uv
> ∈ Rn×n

. Ποιά ϑα είναι η ορίζουσα ;

Απάντηση : 0 (γιατί;)

Μητρώο προβολής σε (γνήσιο) υπόχωρο ;

Απάντηση : 0 (γιατί;)

Ορθογώνιο µητρώο ;

Απάντηση : det(A) =±1 (γιατί;)

Ταυτοτικό συν µητρώο ‘τάξης-1’ A = I + uv
>

. Ποιά ϑα είναι η ορίζουσα ;

Απάντηση : det(A) = 1 + v
>

u. (γιατί;)

B =

(
1 −v

>

u I

)
=

(
1 0

u I

)(
1 −v

>

0 I +uv
>

)
, και C =

(
I u

−v
>

1

)
=

(
I 0

−v
>

1

)(
I u

0 1+ v
>

u

)

και αν P =

(
01,n 1

In 0n,1

)
τότε det(P) = (−1)n+2

και P
>

BP = C άρα det(P>BP) = det(B) = det(C). Από

τις παραγοντοποιήσεις, det(I +uv
>) = 1+ v

>
u.
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>

)
, και C =

(
I u

−v
>

1

)
=

(
I 0

−v
>

1

)(
I u

0 1+ v
>

u

)

και αν P =

(
01,n 1

In 0n,1

)
τότε det(P) = (−1)n+2

και P
>

BP = C άρα det(P>BP) = det(B) = det(C). Από

τις παραγοντοποιήσεις, det(I +uv
>) = 1+ v

>
u.
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Παραδείγµατα οριζουσών

εµφανίζονται συχνά στις εφαρµογές
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Γενίκευση και παράδειγµα

Ταυτότητα Sylvester Γενικότερα ισχύει ότι αν C ∈ Rm×n,D ∈ Rn×m

det(Im + CD) = det(In + DC)

Συνιστάται να την αποδείξετε !

Παράδειγµα : Να υπολογίσετε την ορίζουσα του

A =


4 2 2 2

2 4 2 2

2 2 4 2

2 2 2 4


Επίλυση : Παρατηρούµε ότι το µητρώο µπορεί να γραφτεί ως A = 2I + 2ee

>
όπου

e = (1,1,1,1)>. Εποµένως

det(A) = det(2(I + ee
>)) = 2

4det(I + ee
>) = 2

4(1 + e
>

e) = 16 ·5 = 80.

, Θα ήταν αρκετά πιο χρονοβόρο αν δουλεύατε απευθείας µε το A.
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Οι ορίζουσες στη σύγχρονη έρευνα
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Από τις ορίζουσες στις permanents

Για ϕανατικούς !

perm(A) := ∑
π∈S

α1π(1) · · ·αnπ(n)

όπου S είναι το σύνολο των n! µεταθέσεων των στοιχείων (1, ...,n).

Ενώ η ορίζουσα µπορεί να υπολογιστεί µε O(n
3) πράξεις, µέσω της

παραγοντοποίησης LU, ο υπολογισµός της perm(A) απαιτεί πολύ µεγάλο

πλήθος πράξεων (µεγαλύτερο από πολυωνυµικό)! Ο πιο γνωστός αλγόριθµος

(Ryser) για τον ακριβή υπολογισµό απαιτεί O(n2
n) πράξεις !!!

Ερευνητικό πρόβληµα : Επινόηση γρήγορων αλγορίθµου για την αποτελεσµατική

προσέγγιση της permanent σε πολυωνυµικό χρόνο.
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Αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών

Στις επόµενες διαλέξεις επικεντρωνόµαστε στο εξής πρόβληµα :

∆οθέντος A ∈ Rn×n
ή A ∈ Cn×n

να ϐρεθούν τα Ϲεύγη λ ∈ C,x ∈ Cn
τέτοια

ώστε

Ax = λx.

ή αντίστοιχα,

∆οθέντος A ∈ Rn×n
ή A ∈ Cn×n

να ϐρεθούν τα Ϲεύγη λ ∈ C,y ∈ Cn
τέτοια

ώστε

y
∗
A = λy

∗.

όπου y
∗ = ȳ

>
και µε ȳ συµβολίζεται το διάνυσµα µε τιµές τις συζυγείς του y .

Αν y ∈ Rn
τότε y

∗ = y
>

.
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Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα I

Ορισµός

΄Εστω ότι A ∈ Cn×n
. Τότε κάθε µιγαδικός αριθµός λ για τον οποίο το µητρώο

(λI−A) είναι µη αντιστρέψιµο ονοµάζεται ιδιοτιµή του A.

΄Επεται ότι η διάσταση του µηδενόχωρου dim null(λI−A)≥ 1. Κάθε

διάνυσµά x ∈ null(λI−A) ονοµάζεται (δεξιό) ιδιοδιάνυσµα του A (για την

ιδιοτιµή λ).

΄Επεται ότι η διάσταση του µηδενόχωρου dim null(λI−A)∗ ≥ 1. Κάθε

διάνυσµά y ∈ null(λI−A)∗ ονοµάζεται (αριστερό) ιδιοδιάνυσµα του A

(για την ιδιοτιµή λ), οπότε y
∗
A = λy

∗
.

Οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα ενός µητρώου αναδεικνύουν πολλά σηµα-

ντικά Ϲητήµατα για ένα µητρώο και για τους διανυσµατικούς (υπο)χώρους που

συνδέονται µε αυτό και χρησιµοποιούνται πολύ στις εφαρµογές.
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Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα II

Ερωτήµατα :

Υπάρχουν ιδιοτιµές ; Πόσες υπάρχουν ;

Υπάρχουν ιδιοδιανύσµατα ; Πόσα ιδιοδιανύσµατα (ή καλύτερα, ποιές είναι

οι διαστάσεις των αντίστοιχων µηδενοχώρων ;)

Πού και πώς εντοπίζονται (ιδιοδιανύσµατα, ιδιοτιµές); Πώς υπολογίζονται ;

Τι χαρακτηριστικά έχουν και γιατί µας ενδιαφέρουν ;

Το µηδέν ΜΠΟΡΕΙ να είναι ιδιοτιµή, το µηδενικό διάνυσµα ∆ΕΝ ϑεωρείται ιδιο-

διάνυσµα.
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Τι λέει και τι γράφει ο κόσµος για τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα ;
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Παράδειγµα

Από το A =

(
−3 2

−12 7

)
κατασκευάζουµε το παραµετροποιηµένο

A(λ) = λI−A =

(
λ+ 3 −2

12 λ−7

)
Οι ιδιοτιµές του A είναι όλες εκείνες οι τιµές λ (ενδεχοµένως µιγαδικές) για τις οποίες το A(λ)
δεν είναι αντιστρέψιµο. Στην περίπτωσή µας, µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι τα A(1),A(3) δεν

είναι αντιστρέψιµα. Επίσης

A(1)u1 = 0,A(3)u2 = 0

και λύνοντας τα αντίστοιχα οµογενή συστήµατα προκύπτει ότι (ειδικές) λύσεις τους είναι οι

u1 = (1,2)> και u2 = (1,3)>. Προφανώς ισχύει ότι null(A(1)) = span{u1} και

null(A(3)) = span{u2}. Εποµένως, ως ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή 1 µπορούµε να

επιλέξουµε οποιοδήποτε διάνυσµα του null(A(1)). Συνήθως, επιλέγουµε διανύσµατα που έχουν

κανονικοποιηθεί µε κάποιον τρόπο, π.χ. τέτοια ώστε ‖u1‖2 = ‖u2‖2 = 1.

Προσοχή: Το παραπάνω παράδειγµα δεν εξηγεί µε ποιόν τρόπο επιλέξαµε τα A(1) και A(3). Ούτε

γιατί αυτά είναι τα µόνα δύο µη αντιστρέψιµα µητρώα του τύπου λI−A. Ο σχεδιασµός

συστηµατικών µεθόδων αναζήτησης και υπολογισµού τους είναι ένα από τα ϐασικά Ϲητούµενα όχι

µόνον αυτού του κεφαλαίου, αλλά και πολλών ϐιβλίων και της σηµερινής έρευνας.
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΄Ενα χαρακτηριστικό πολυώνυµο για κάθε µητρώο

Χαρακτηριστικά πολυώνυµα και ιδιοτιµές

Οι πληροφορίες που ϑέλουµε εξάγονται από ένα ειδικό πολυώνυµο που υπο-

λογίζεται από την ορίζουσα det(λI−A) ως προς τη µεταβλητή λ.

Εξετάζουµε το det(λI−A):

Αν

λI−A =

(
λ−α11 −α12

−α21 λ−α22

)
det(λI−A) = (−α11 + λ)(−α22 + λ)−α21α12

= λ
2− (α11 + α22)λ + α11α22−α21α12

Το det(A−λI) είναι πολυώνυµο 2ου ϐαθµού ως προς λ.

Προσέξτε τους συντελεστές των 2 µεγαλύτερων δυνάµεων λ2,λ και

τη σταθερά :

γ2 = 1,

γ1 = −(α11 + α22)
γ0 = α11α22−α21α12
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Ορισµοί µε ορίζουσες

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο και ιδιοτιµές

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός µητρώου A ∈ Rn×n
, ονοµάζεται το πολυώνυµο

ϐαθµού n µε το οποίο ισούται η ορίζουσα

p(λ) = det(λI−A) ή «ισοδύναµα»

p̂(λ) = det(A−λI) = (−1)n
p(λ).

Αν γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

ισχύει ότι γn−1 =−trace(A), γ0 = (−1)ndet(A)

προσέξτε ότι αν το µέγεθος του µητρώου είναι περιττό, οι συντελεστές των p και p̂

έχουν διαφορετικό πρόσηµο.

Οι ϱίζες του χ.π. ονοµάζονται Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ (του µητρώου).

Το πολυώνυµο έχει n ϱίζες και άρα n ιδιοτιµές. Μερικές ή όλες µπορεί να είναι

µεταξύ τους ίσες (πολλαπλές). Το σύνολο των ιδιοτιµών λέγεται ϕάσµα του A.
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Ορισµοί µε ορίζουσες

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο και ιδιοτιµές

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός µητρώου A ∈ Rn×n
, ονοµάζεται το πολυώνυµο

ϐαθµού n µε το οποίο ισούται η ορίζουσα

p(λ) = det(λI−A) ή «ισοδύναµα»

p̂(λ) = det(A−λI) = (−1)n
p(λ).

Αν γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

ισχύει ότι γn−1 =−trace(A), γ0 = (−1)ndet(A)

προσέξτε ότι αν το µέγεθος του µητρώου είναι περιττό, οι συντελεστές των p και p̂

έχουν διαφορετικό πρόσηµο.

Οι ϱίζες του χ.π. ονοµάζονται Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ (του µητρώου).

Το πολυώνυµο έχει n ϱίζες και άρα n ιδιοτιµές. Μερικές ή όλες µπορεί να είναι

µεταξύ τους ίσες (πολλαπλές). Το σύνολο των ιδιοτιµών λέγεται ϕάσµα του A.
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Μια κρίσιµη ιδιότητα του Χ.Π. - αφετηρία της ϑεωρίας

µητρώων [Cayley’1858]

΄Εστω ότι A ∈ R2×2
, οπότε

det(λI−A) = λ
2− (α11 + α22)λ + α11α22−α21α12.

Αντικαθιστούµε το λ µε το A:

p(A) = A
2− (α11 +α22)A+(α11α22−α21α12)I

=

(
α2

11
+α12α21 α11α12 +α12α22

α21α11 +α22α21 α21α12 +α2

22

)
− (α11 +α22)

(
α11 α12

α21 α22

)
+

(
(α11α22−α21α12) 0

0 (α11α22−α21α12)

)
=

(
0 0

0 0

)

Φαίνεται ότι p(A) = 0. Αυτή η ιδιότητα ισχύει για οποιοδήποτε τετραγωνικό

µητρώο, A ∈ Cn×n
.

(CEID ∆ιάλεξη 9 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 24 Απριλίου 2018 48 / 75



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Μια κρίσιµη ιδιότητα του Χ.Π. - αφετηρία της ϑεωρίας

µητρώων [Cayley’1858]

΄Εστω ότι A ∈ R2×2
, οπότε

det(λI−A) = λ
2− (α11 + α22)λ + α11α22−α21α12.

Αντικαθιστούµε το λ µε το A:

p(A) = A
2− (α11 +α22)A+(α11α22−α21α12)I

=

(
α2

11
+α12α21 α11α12 +α12α22

α21α11 +α22α21 α21α12 +α2

22

)
− (α11 +α22)

(
α11 α12

α21 α22

)
+

(
(α11α22−α21α12) 0

0 (α11α22−α21α12)

)
=

(
0 0

0 0

)
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Θεώρηµα Cayley-Hamilton

΄Εστω το χαρακτηριστικό πολυώνυµο p(λ) = det(λI−A). Τότε

p(A) = 0n×n .
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ΠΡΟΣΟΧΗ

Η det είναι συνάρτηση όλων των στοιχείων του µητρώου, π.χ. για n = 2, όλων των

α11−λ,α12,α21,α22−λ

Εποµένως ∆ΕΝ µπορούµε να πούµε ότι p(A) = det(A−AI)det(0) = 0.

∆είτε την Wikipedia για µερικές αποδείξεις του ϑεωρήµατος (υπάρχουν πολλές !)

Θα έχουµε την ευκαιρία να τη συζητήσουµε σε επόµενη διάλεξη ....
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Μια (ακόµα) ιδιοµορφία των µητρώων

... επιπλέον των AB 6= BA, AB = 0 ακόµα και αν A 6= 0,B 6= 0, ..... που έπεται από το

ϑεώρηµα Cayley-Hamilton:

Για τις δυνάµεις A
n =−γn−1A

n−1− γn−2A
n−2−·· ·+ γ1A + γ0I.

∆ηλ. για κάθε µητρώο A ∈ Rn×n
, οι δυνάµεις µεγαλύτερες από n−

1 µπορούν να γραφτούν ως γραµµικός συνδυασµός χαµηλοτέρων

δυνάµεων !

Για το αντίστροφο (αν υπάρχει)

0 = A
n + γn−1A

n−1 + · · ·+ γ1A + γ0I

= A
−1
(
A

n + γn−1A
n−1 + · · ·+ γ1A + γ0I

)
εποµένως

A
−1 = − 1

γ0

(
A

n−1 + γn−1A
n−2 + · · ·+ γ1I

)
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Ιδιοτιµές χωρίς ορίζουσες (κατά S. Axler)

Για κάθε A ∈Cn×n
, ορίζεται ως ιδιοτιµή κάθε ϐαθµωτός λ για τον οποίο το µητρώο A−λI δεν είναι

αντιστρέψιµο και ιδιοχώρος του A που αντιστοιχεί στο λ ο µηδενόχωρος του A−λI. Θα δείξουµε

ότι υπάρχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή.

∆ίνεται A ∈ Rn×n
και µη µηδενικό x ∈ Rn

. Τότε τα n+ 1 διανύσµατα

x,Ax,A2
x, ....,An

x

είναι οπωσδήποτε γραµµικά εξαρτηµένα (γιατί;).

Εποµένως υπάρχουν συντελεστές γ0, · · · ,γn όχι όλοι µηδέν τέτοιοι ώστε

0 = γ0x + γ1Ax + · · ·γnA
n
x = p(A)x

∆εν γνωρίζουµε ακριβώς το ϐαθµό του πολυωνύµου ! Μπορεί να είναι µικρότερος του n.

Αφού p(A)x = 0 και x 6= 0, το µητρώο p(A) δεν είναι αντιστρέψιµο.

Αντικαθιστώντας το A µε ϐαθµωτή µεταβλητή ζ, p(ζ) = 0, και έστω ότι degp = m≤ n και ότι

οι ϱίζες του είναι ρ1, ...,ρm ∈ C. Τότε

p(z) = γ(ζ−ρ1)(ζ−ρ2)(ζ−ρm).

όπου γ είναι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου.

΄Επεται ότι ένας τουλάχιστον από τους παράγοντες του

p(A) = γ(A−ρ1I)(A−ρ2I),(A−ρm I)

δεν είναι αντιστρέψιµος. Αν είναι ο παράγοντας A−ρj I, το ρj ϑα είναι ιδιοτιµή.
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Ανακεφαλαίωση

Βασικός ορισµός

Για ένα µητρώο A ∈ Rn×n
και µεταβλητή λ, η ορίζουσα p(λ) = det(λI−A) είναι

πολυώνυµο ϐαθµού n. Λέγεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο και αν το γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

τότε γn−1 =−trace(A) και γ0 = (−1)ndet(A).

Προσοχή:

Το πολυώνυµο έχει ακριβώς n ϱίζες λ1, · · ·λn ∈ Cn
που αποκαλούµε

ιδιοτιµές του A.

Για κάθε ιδιοτιµή, λ, ο µηδενόχωρος null(λI−A) λέγεται ιδιόχωρος και

έχει διάσταση τουλάχιστον 1. Κάθε διάνυσµα ϐάσης του χώρου ονοµάζεται

ιδιοδιάνυσµα.

Ισχύει ότι p(A) = 0 (θεώρηµα Cayley-Hamilton).

τα ιδιοζεύγη (ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα) µητρώων παίζουν πολύ

σηµαντικό ϱόλο σε πληθώρα εφαρµογών.
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Πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό

΄Εστω ότι Ax = λx και έστω ϐαθµωτός γ 6= 0. Τότε

γ(Ax) = γ(λx).

∆ύο ερµηνείες :

(γA)x = (γλ)x : αν πολλαπλασιάσουµε το µητρώο µε ϐαθµωτό, το ιδιοδιάνυσµα

παραµένει αµετάβλητο και η ιδιοτιµή πολλαπλασιάζεται µε το

ϐαθµωτό.

A(γx) = λ(γx): αν πολλαπλασιάσουµε το ιδιοδιάνυσµα µε ϐαθµωτό, έχουµε

πάλι ιδιοδιάνυσµα και η ιδιοτιµή παραµένει αµετάβλητη.

Εποµένως, όλα τα διανύσµατα συγγραµικά µε το ιδιοδιάνυσµα είναι και αυτά

ιδιοδιανύσµατα. Συνήθως κανονικοποιούµε ώστε να λαµβάνουµε ως

¨εκπρόσωπο της κατεύθυνσης¨ το διάνυσµα που έχει µήκος 1.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές). Η ΤΕΤΡΙΜΜΕΝΗ ΛΥΣΗ

x = 0 ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑ

.
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.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές).

.

(CEID ∆ιάλεξη 9 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 24 Απριλίου 2018 55 / 75



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. ∆απανηρή και αριθµητικά

προβληµατική για µεγάλα προβλήµατα.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές).

Για κάθε ιδιοτιµή λj , συνήθως ενδιαφέρει ένα σύνολο από γραµµικά ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα που είναι ϐάση για το null(λj I−A). Αυτά είναι ειδικές λύσεις

του (λj I−A)x = 0. Συνήθως τα διανύσµατα επιλέγονται κανονικοποιηµένα.

.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. ∆απανηρή και αριθµητικά

προβληµατική για µεγάλα προβλήµατα.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές). Αν n≥ 5 τότε δεν

υπάρχει αναλυτικός τύπος υπολογισµού των ϱιζών και πρέπει να

χρησιµοποιηθεί (επαναληπτικός) αλγόριθµος προσέγγισης ϱιζών

πολυωνύµου
1

.

3 Για κάθε ιδιοτιµή, επίλυση του (A−λI)x = 0 και επιλογή των

ιδιοδιανυσµάτων (ανεύρεση των ειδικών λύσεων).

.

1
Η αδυναµία αυτή αποτελεί ένα ϐασικό εύρηµα των Μαθηµατικών του 19ου αιώνα (Abel,

Rufffini, και Galois)
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. ∆απανηρή και αριθµητικά

προβληµατική για µεγάλα προβλήµατα.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές). Αν n≥ 5 τότε δεν

υπάρχει αναλυτικός τύπος υπολογισµού των ϱιζών και πρέπει να

χρησιµοποιηθεί (επαναληπτικός) αλγόριθµος προσέγγισης ϱιζών

πολυωνύµου
1

.

3 Για κάθε ιδιοτιµή, επίλυση του (A−λI)x = 0 και επιλογή των

ιδιοδιανυσµάτων (ανεύρεση των ειδικών λύσεων).

.

1
Η αδυναµία αυτή αποτελεί ένα ϐασικό εύρηµα των Μαθηµατικών του 19ου αιώνα (Abel,

Rufffini, και Galois)
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές).

Τα παραπάνω είναι µόνο για µικρά προβλήµατα και δεν χρησιµοποιείται : Στην

πράξη (π.χ. στη MATLAB) χρησιµοποιούνται ειδικοί αλγόριθµοι (συνάρτηση eig)

για την εύρεση των ιδιοτιµών (πχ. αλγόριθµος QR. Μάλιστα, το χ.π. υπολογίζεται

µετά από κλήση στην eig για τον υπολογισµό των ιδιοτιµών και µε υπολογισµό

των συντελεστών της δυναµοµορφής από την παραγοντοποιηµένη µορφή.

∆ηλαδή, η διαδικασία που ακολουθείται έχει την αντίθετη ϕορά από αυτήν που

χρησιµοποιούµε εδώ
1

.

1
Η αριθµητική επίλυση του ΑΠΙ είναι ένα σηµαντικό επιστηµονικό αντικείµενο των περιοχών της

Υπολογιστικής Γραµµικής ΄Αλγεβρας και της Αριθµητικής Ανάλυσης.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

A =

(
1 2

0 1

)
,

p(λ) = (λ−1)2
, Λ(A) = {1},

λ1 = 1,µ1 = 2.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

A =

(
1 2

0 1

)
,

p(λ) = (λ−1)2
, Λ(A) = {1},

λ1 = 1,µ1 = 2.

A =

1 2 3

0 2 1

0 0 2

 ,

p(λ) = (λ−1)(λ−2)2
,

Λ(A) = {1,2}, λ1 = 1,µ1 = 1,

λ2 = 2,µ2 = 2.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

A =


4 2 i 0 −2 i
2 i 4 −2 i 0

0 −2 i 4 2 i
−2 i 0 2 i 4


p(λ) = (λ−4)2(λ−4−4i)(λ−4 + 4i),

Λ(A) = {2,4 + 4i,4−4i}, λ1 = 4,µ1 = 2,

λ2 = 4 + 4i,µ2 = 1, λ3 = 4−4i,µ3 = 1.

A =

(
1 2

0 1

)
,

p(λ) = (λ−1)2
, Λ(A) = {1},

λ1 = 1,µ1 = 2.

A =

1 2 3

0 2 1

0 0 2

 ,

p(λ) = (λ−1)(λ−2)2
,

Λ(A) = {1,2}, λ1 = 1,µ1 = 1,

λ2 = 2,µ2 = 2.
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Παραδείγµατα

Συµβολισµοί: για κάθε διακριτή ιδιοτιµή λj , η πολλαπλότητά της συµβολίζεται µε µj .

A =


2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2



p(λ) = λ
4−8λ

3 + 16λ
2 = λ

2(λ−4)2

εποµένως

λ1 = 0,µ1 = 2,λ2 = 4,µ2 = 2.

και

Λ(A) = {0,4}
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Συνοδευτικό µητρώο

Από τα πολυώνυµα στα µητρώα

Το p(z) = α0 + α1λ + · · ·+ αn−1λ
n−1 + λ

n
είναι το χ.π. των

A =


0 0 · · · 0 −α0

1 0 · · · 0 −α1

0 1 0 · · · −α2

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.

0 0 · · · 1 −αn−1

 καθώς και του A
>.

Ορισµός και χρήση

Το A ονοµάζεται συνοδευτικό µητρώο (companion matrix) του πολυωνύµου p.

(υπολ. ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού n) ≡ ( υπολ. ιδιοτιµών συνοδευτικού µητρώου )

Επαληθεύστε ότι

1 ότι κάθε ϱίζα ζ του p είναι ιδιοτιµή του A

2 ... µε αντίστοιχο αριστερό ιδιοδιάνυσµα το (1,ζ,ζ2, . . . ,ζn−1).
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Παραδείγµατα

p(λ) = λ2 + 2λ + 1 και

A =

(
0 −1

1 −2

)
⇒ det(λI−A) = λ(λ + 2) + 1 = λ

2 + 2λ + 1

p(λ) = λ3 + 3λ2 + 2λ + 1 και

A =

0 0 −1

1 0 −2

0 1 −3

⇒ det(λI−A) = λ(λ(λ + 3) + 2) + 1 = λ
3 + 3λ

2 + 2λ + 1
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Ιδιοδιανύσµατα

A =

(
2 1

1 2

)
, Βρήκαµε ότι λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

Θέτουµε A(1) =

(
−1 −1

−1 −1

)
και επιλύουµε A(1)x = 0:

Η τάξη rank(A(1)) = 1, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(1) είναι το

(
−1

1

)
Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε

ιδιοδιάνυσµα για το λ1: x1 = 1√
2

(
−1

1

)
Θέτουµε A(3) =

(
1 −1

−1 1

)
και επιλύουµε A(3)x = 0: Η τάξη rank(A(3)) = 1,

και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο µηδενοχώρου για το A(3) είναι

το

(
1

1

)
Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε ιδιοδιάνυσµα για το λ2: x2 = 1√

2

(
1

1

)
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Παρατηρήσεις I

Αν πολλαπλασιάσουµε A(x1,x2) = (λ1x1,λ2x2)(
2 1

1 2

)(− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)
=

(
− 1√

2
3

1√
2

1√
2

3
1√
2

)

=

(
− 1√

2

1√
2

1√
2

1√
2

)(
1 0

0 3

)
∆είτε ότι αν X = (x1,x2) και fl = diag(λ1,λ2), τότε

AX = XΛ

Το X είναι αντιστρέψιµο γιατί οι ιδιοτιµές είναι διαφορετικές (ϐλ. επόµενες διαφάνειες. )

Είναι επίσης ορθογώνιο (λόγω συµµετρίας του A, ϑα το δούµε και αυτό

αργότερα).
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Παρατηρήσεις II

Ισχύει εποµένως ότι(
− 1√

2

1√
2

1√
2

1√
2

)(
2 1

1 2

)(− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)
=

(
1 0

0 3

)
∆ηλαδή

X
−1

AX = X
>

AX = Λ.

Προσοχή

Ο µετασχηµατισµός A→ X
−1

AX λέγεται µετασχηµατισµός οµοιότητας του A µε το X .

΄Οταν το X είναι ορθογώνιο, όπως εδώ, χαρακτηρίζεται ως ορθογώνιος

µετασχηµατισµός οµοιότητας. Στην περίπτωση που εξετάζουµε, η εφαρµογή του

µετασχηµατισµού, µετατρέπει το A σε διαγώνιο µητρώο, που περιέχει τις ιδιοτιµές. Λέµε

ότι το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο. ΄Ενα µητρώο µε n γραµµικά ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα διαγωνιοποιείται µε το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων του.
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Ιδιοδιανύσµατα I

Στη συνέχεια συµβολίζουµε A(λ) = λI−A.

A =


2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2

 , Βρήκαµε ότι λ1 = 0,µ1 = 2, λ2 = 4,µ2 = 2.

Θέτουµε A(0) =−A και επιλύουµε −Ax = 0:

Η τάξη rank(A(0)) = 2, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(0) είναι το


−1 0

0 −1

1 0

0 1

 Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε

ιδιοδιανύσµατα για το λ1 = 0: x1 = 1√
2


−1

0

1

0

, x2 = 1√
2


0

−1

0

1


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Ιδιοδιανύσµατα II

Θέτουµε A(4) = 4I−A και επιλύουµε (4I−A)x = 0:

Η τάξη rank(A(4)) = 2, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(4) είναι το


1 0

0 1

1 0

0 1



Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε ιδιοδιανύσµατα για το λ2 = 4: x3 = 1√
2


1

0

1

0

,

x4 = 1√
2


0

1

0

1


Παρατηρήστε ότι τα ιδιοδιανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους.
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Ιδιοδιανύσµατα III

Για το A =

(
1 2

0 1

)
. ϐρήκαµε ότι Λ(A) = {1}, λ1 = 1,µ1 = 2.

Θέτουµε A(1) =

(
−1 −1

−1 −1

)
και επιλύουµε A(1)x = 0:

Η τάξη rank(A(1)) = 1, εποµένως η διάσταση του null(A(1)) = 1.
Παρατηρούµε ότι null(A(1)) < µ1.

Από τις ειδικές λύσεις ϐρίσκουµε ότι το µητρώο µηδενοχώρου για το A(1) είναι

το

(
1

0

)
Κανονικοποιούµε, οπότε το ιδιοδιάνυσµα για το λ1 είναι x1 = 1√

2

(
1

0

)
Προσοχή: ΄Ολα τα ιδιοδιανύσµατα του A για το λ1 = 1 είναι πολλαπλάσια του x1.

∆εν υπάρχουν άλλα ! Εφόσον η µόνη διακριτή ιδιοτιµή είναι το λ1 = 1, αυτό είναι

το µοναδικό ιδιοδιάνυσµα του A.
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Γραµµική ανεξαρτησία ιδιοδιανυσµάτων

Πρόταση

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι γραµµικά

ανεξάρτητα.

Απόδειξη
2

΄Εστω ότι Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2 όπου λ1 6= λ2. Τότε αν υπάρχουν µη µηδενικά γ1,γ2 τ.ώ.

0 = γ1x1 + γ2x2 = γ1Ax1 + γ2Ax2 = γ1λ1x1 + γ2λ2x2.

Ισχύει επίσης ότι 0 = λ2(γ1x1 + γ2x2) = λ2γ1x1 +λ2γ2x2 εποµένως

γ1λ1x1 +���γ2λ2x2 = λ2γ1x1 +���λ2γ2x2

δηλ. 0 = γ1λ1x1−λ2γ1x1 εποµένως λ1 = λ2, άρα άτοπο.

Πόρισµα

Αν ένα µητρώο A ∈ Cn×n
έχει n διαφορετικές ιδιοτιµές, τότε ϑα έχει n γραµµικά

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Κατά συνέπεια, τότε τα ιδιοδιανύσµατα παρέχουν

µία ϐάση (ιδιοβάση) µε πολλές ευχάριστες ιδιότητες.

2
∆είτε την πλήρη απόδειξη στο ϐιβλίο του Strang:
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∆ιαγωνιοποίηση µητρώου I

΄Εστω ότι γνωρίζουµε n ιδιοζεύγη (λj ,xj) του A ∈ Cn×n
. Τότε

Ax1 = λ1x1,Ax2 = λ2x2, ...,Axn = λnxn

Συλλέγουµε και διατυπώνουµε µε µητρώα :

A[x1,x2, ...,xn] = [x1....,xn]


λ1

λ2

. . .

λn

 ,

Εποµένως

AX = XΛ,

όπου Λ = diag([λ1, ...,λn]) και X = [x1....,xn].
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∆ιαγωνιοποίηση µητρώου II

ΠΡΟΣΕΞΤΕ Αν το X είναι αντιστρέψιµο,

X
−1

AX = Λ,

δηλ. χρησιµοποιώντας τα µητρώα X (µε στήλες τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα) και

X
−1

(µε στήλες του X
−∗

τα αριστερά ιδιοδιανύσµατα) διαγωνιοποιήσαµε το A.

Κάθε µητρώο για το οποίο υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιο-

διανύσµατα χαρακτηρίζεται ως διαγωνιοποιήσιµο, ειδάλλως λέγε-

ται µη διαγωνιοποιήσιµο.
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Ιδιοδιανύσµατα : ∆εξιά και Αριστερά

Αν A ∈ Cn×n
και λ ∈ Λ(A) τότε

det(λI−A) = 0

Αν συµβολίσουµε µε r την τάξη του λI−A,

r = rank(λI−A)≤ n−1.

Αφού το µητρώο είναι τετραγωνικό, οι διαστάσεις του µηδενόχωρου και του αριστερού

µηδενόχωρου του A−λI είναι ίσες εποµένως

1≤ dim(null(λI−A)) = dim(null(λI−A)∗) = n− r ≤ n−1

Ιδιοδιανύσµατα είναι τα µέλη των µηδενοχώρων αυτών :

δεξιά ιδιοδιανύσµατα για την ιδιοτιµή λ είναι τα διανύσµατα x ∈ null(λI−A) δηλ. τ.ώ.

Ax = λx .

αριστερά ιδιοδιανύσµατα για την ιδιοτιµή λ είναι τα διανύσµατα y ∈ null(λI−A)∗, δηλ.

τ.ώ. y
∗
A = λy

∗
.
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Ανάπτυγµα µητρώου συναρτήσει ιδιοτιµών και

ιδιοδιανυσµάτων

Αν το µητρώο A διαθέτει n γ.α. ιδιοδιοδιανύσµατα, τότε A = XΛX
−1

όπου Λ το διαγώνιο

µητρώο των ιδιοτιµών και X το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων.

Θυµηθείτε τη γραφή γινοµένου µητρώων ως άθροισµα µητρώων πρώτης τάξης (στήλη

του 1ου επί γραµµή του 2ου).

Θέτουµε για ευκολία Y = (X
−1)∗, δηλ. Y είναι το συζυγές αντίστροφο του X , τότε

µπορούµε να γράψουµε το A µε ϐάση το ϕασµατικό ανάπτυγµα.

A = XΛY
∗

= λ1x1y
∗
1

+ λ2x2y
∗
2

+ · · ·+ λnxny
∗
n
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Ιδιόχωροι και γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής

Για κάθε διαφορετική ιδιοτιµή λj :

ο µηδενόχωρος null(λj I−A) λέγεται ιδιόχωρος της ιδιοτιµής λj .

Η διάσταση του ιδιόχωρου λέγεται γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής

λj .

Για κάθε ιδιοτιµή 1≤ γεωµ. πολλ/τα(λj)≤ αλγεβρ. πολλ/τα.(λj)

Κάθε ιδιοτιµή για την οποία

1 < αλγεβρ. πολλ/τα. = αλγεβρ. πολλ/τα.

αποκαλείται ηµιαπλή.

Αν κάποια ιδιοτιµή έχει γεωµετρική πολλαπλότητα µικρότερη της

αλγεβρικής, δηλ.

1≤ γεωµ. πολλ/τα(λj) < αλγεβρ. πολλ/τα.(λj)

χαρακτηρίζεται ως ελλειµµατική
3

. Αν υπάρχει έστω και µια ελλειµµατική, το

µητρώο λέγεται ελλειµµατικό.

Τα ελλειµµατικά µητρώα είναι µη διαγωνιοποιήσιµα.

3
defective
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αλγ. πολλ. γεω. πολλ. ΑΠ-ΓΠ ιδιοτιµή µητρώο

1 1 0 απλή διαγωνιοποιήσιµο, αν

> 1 > 1 0 ηµιαπλή όλες οι ιδιοτιµές όπως εδώ

> 1 > 1 > 0 ελλειµµατική ελλειµµατικό

(µη διαγωνιοποιήσιµο)

Παραδείγµατα

Για τα παρακάτω τριγωνικά µητρώα (ιδιοτιµές στη διαγώνιο)

A =

(
1 2 3

0 2 2

0 0 3

)
,B =

(
1 0 1

0 1 2

0 0 1

)
,C =

(
1 1 0

0 1 1

0 0 1

)
,D =

(
1 1 1

0 1 1

0 0 1

)
,

A διαγωνιοποιήσιµο διακριτές ιδιοτιµές X =

 1
2

√
5

5

7

√
69

69

0

√
5

5

4

√
69

69

0 0
2

√
69

69


B διαγωνιοποιήσιµο B =

(
I2 B1:2,2
0 1

)
X =

 1 0 −
√

2

2

0 1 −
√

2

2

0 0 0


C µη διαγωνιοπ. µορφή Jordan

D µη διαγωνιοπ. D =

(
D1:2,1:2 D1:2,2

0 1

)
A1:2,1:2 διαγωνιοποιήσιµο διακριτές ιδιοτιµές
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Περί διαγωνιοποιήσιµων µητρώων

Κάθε µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο ή µη διαγωνιοποιήσιµο (ελλειµµατικό).

Ερώτηµα Πότε είναι ένα µητρώο διαγωνιοποιήσιµο ;

Αν και µόνον αν υπάρχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα.

Για παράδειγµα, όταν υπάρχουν n διαφορετικές ιδιοτιµές.

Προσοχή: Αν υπάρχουν επαναλαµβανόµενες ιδιοτιµές δεν εξασφαλίζεται ούτε η

διαγωνιοποιησιµότητα ούτε η µη διαγωνιοποιησιµότητα. Εξαρτάται από το µητρώο,

εποµένως απαιτείται περισσότερη διερεύνηση.

Προσέξτε ότι αυτή η κατηγοριοποίηση αφορά την ύπαρξη αντιστρέψιµου X ώστε

X
−1

AX να είναι διαγώνιο. Η αντιστρεψιµότητα ή µη του A αφορά µόνον τοA

(προφανώς !)

΄Εστω A(α,β) =

(
α 1

0 β

)
. Τότε

Αν α = 1,β = 2, τότε το A είναι αντιστρέψιµο και διαγωνοποιήσιµο.

Αν α = 1,β = 1, τότε το A είναι αντιστρέψιµο και µη διαγωνοποιήσιµο.

Αν α = 1,β = 0, τότε το A είναι µη αντιστρέψιµο και διαγωνοποιήσιµο.

Αν α = 0,β = 0, τότε το A είναι µη αντιστρέψιµο και µη διαγωνοποιήσιµο.

(Ευτυχώς) στο (τεράστιο) σύνολο των µητρώων, τα µη αντιστρέψιµα µητρώα, όπως

και τα µη διαγωνιοποιήσιµα, είναι ¨λίγα¨: ΄Ενα µητρώο µε τυχαίες τιµές είναι

συνήθως αντιστρέψιµο και διαγωνιοποιήσιµο !
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Πολλαπλές ιδιοτιµές

Σε κάθε απλή ιδιοτιµή (αλγ. πολλ/τας ίσης µε 1) αντιστοιχούν ένα δεξιό και

ένα αριστερό ιδιοδιάνυσµα

Τι γίνεται όταν µια ιδιοτιµή, π.χ. λj , έχει αλγ. πολλ/τα, έστω µj > 1;

Το κρίσιµο ερώτηµα είναι κατά πόσον υπάρχουν µj γραµµικά ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα
4

.

Αν για κάθε διακριτή ιδιοτιµή, η διάσταση του αντίστοιχου µηδενόχωρου

είναι ίση µε την αλγεβρική πολλαπλότητά της, τότε υπάρχουν συνολικά n

γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα και το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο.

Κατά συνέπεια, τα ιδιοδιανύσµατα αποτελούν ϐάση για όλον το

διανυσµατικό χώρο (Rn
ή Cn

).

Η ϐάση αυτή (ιδιοβάση) µπορεί να είναι προτιµότερη της τυπικής ϐάσης

{e1, . . . ,en} καθώς ως προς κάθε στοιχείο της ϐάσης αυτής, ο

πολλαπλασιασµός µε το A και άλλες πράξεις γίνονται πολύ εύκολα.

4
Στη συνέχεια ϑα εννοούµε τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα, αλλά το ίδιο ισχύει για τα αριστερά.
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Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα δυνάµεων και πολυωνύµων

µητρώου

Για κάθε A, αν Ax = λx τότε A
k
x = λk

x

οµοίως γA
j
x + δA

k
x = γλj

x + δλk
x

άρα αν οι ιδιοτιµές του A είναι {λ1, ...,λn} τότε οι ιδιοτιµές του πολυωνύµου

q(A) = γsA
s + · · ·+ γ0I, είναι

q(λ1) = γsλ
s

1
+ · · ·+ +γ1λ1 + γ0I

.

.

.

.

.

.

.

.

.

q(λn) = γsλ
s

n
+ · · ·+ γ1λn + γ0I

δηλ. {q(λ1), ....,q(λn)}.

Συµπεράσµατα

Εποµένως αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές του A γνωρίζουµε και τις ιδιοτιµές

οποιουδήποτε πολυωνύµου στο A.

Τα ιδιοδιανύσµατα του q(A) είναι ίδια µε τα ιδιοδιανύσµατα του A.

Τα αποτελέσµατα επεκτείνονται και σε γενικότερες συναρτήσεις µητρώου, π.χ. Αν

X
−1

AX = Λ τότε X
−1

exp(A)X = exp(Λ)
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