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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 6ης δ.

∆ιανυσµατικοί χώροι και παραδείγµατα

∆ιανυσµατικοί υπόχωροι και παραδείγµατα

Τους 4 υπόχωρους που ορίζονται από τα διανύσµατα που αποτελούν το

µητρώο :

από τις στήλες : υπόχωρος στηλών, αριστερός µηδενόχωρος

από τις γραµµές : µηδενόχωρος, χώρος γραµµών

Τις έννοιες της ϐάσης και της διάστασης διανυσµατικών χώρων και

υπόχωρων.

Την έννοια της τάξης µητρώου.

Την κλιµακωτή µορφή µητρώου και τον υπολογισµό της τάξης από αυτήν.

∆ιερεύνηση ύπαρξης λύσεων του Ax = 0 και εύρεσή τους, αν υπάρχουν.

Αναγµένων γραµµών κλιµακωτή µορφή µητρώου (ΑΓΚΜ).

Πλήρης αναγωγή µητρώου.

Παραγοντοποίηση τάξης.

Πλήρης λύση γενικού συστήµατος Ax = b.

Εύρεση όλων των υποχώρων από την ΑΓΚΜ.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα δούµε (όροι 7ης δ.):

Συνδυασµοί και πράξεις µεταξύ υπόχωρων. Ευθύ άθροισµα και

συµπλήρωµα.

Ορθογωνιότητα υπόχωρων.

Προβολές, ορθογώνια προβολή και αναπαράστασή τους µε µητρώα.

Ιδιότητες των µητρώων προβολής.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Συνδυασµοί υποχώρων

Ορισµοί

΄Εστω διανυσµατικός χώρος V και οι υποχώροι R ,S ⊆ V . Τότε :

΄Αθροισµα υποχώρων R +S = {r + s : r ∈ R , s ∈ S}.

Τοµή υποχώρων R ∩S = {v : v ∈ R και v ∈ S}.

΄Ενωση υποχώρων R ∪S = {v : v ∈ R ή v ∈ S}.

Πρόταση

Το άθροισµα και η τοµή είναι υπόχωρος. Η ένωση δύο υποχώρων, δεν

είναι κατ΄ ανάγκη υπόχωρος.
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Παράδειγµα I

V = R2
και οι υποχώροι

R = {u = (α,0)>|α ∈ R}
S = {u = (0,α)>|α ∈ R}

Τότε

R2 = R +S ,
Z = R ∩S ,

το σύνολο R ∪S δεν είναι υπόχωρος.
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Παράδειγµα II
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Ευθύ άθροισµα και συµπλήρωµα I

Ορισµός

΄Εστω διανυσµατικός χώρος V και οι υποχώροι R ,S ⊆ V . Ονοµάζουµε

ευθύ άθροισµα των R και S και το συµβολίζουµε T = R ⊕S αν

1 R ∩S = 0, και

2 R +S = T
Τότε λέµε ότι ο R είναι συµπλήρωµα του S και ότι ο S είναι συµπλήρωµα

του R .

Το συµπλήρωµα του R (όπως και του S ) δεν είναι µοναδικό. Για

παράδειγµα, αν V = R2
και ϑέσουµε ως R κάποια γραµµή που

περνά από την αρχή των αξόνων, τότε οποιαδήποτε άλλη γραµµή

που περνά από την αρχή είναι συµπλήρωµα του R .
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Ευθύ άθροισµα και συµπλήρωµα II

Θεώρηµα

΄Εστω ότι T = R ⊕S . Τότε

1 κάθε t ∈ T µπορεί να γραφτεί µοναδικά ως t = r + s όπου r ∈ R και

s ∈ S .

2 dim(T ) = dim(R )+dim(S).

Θεώρηµα

Αν R ,S είναι οποιοιδήποτε υπόχωροι διανυσµατικού χώρου V ,

dim(R +S) = dim(R )+dim(S)−dim(R ∩S).
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Ευθύ άθροισµα και συµπλήρωµα III

Παράδειγµα V = R2
και οι υποχώροι

R = {u = (α,0)>|α ∈ R},S = {u = (0,α)>|α ∈ R}

τότε

R2 = R ⊕S ,

και όσον αφορά στις διαστάσεις,

2 = 1+ 1
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Ορθογωνιότητα (κεφ. 4)

Στο µέρος αυτό των διαλέξεων ϑα εξετάσουµε διανυσµατικούς χώρους που

τους οποίους ϑα εξοπλίσουµε µε την ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου (inner

product spaces). Με ϐάση αυτό ϑα εξετάσουµε τις εξής έννοιες της Γραµµικής

΄Αλγεβρας :

1 η έννοια του ¨διανυσµατικού χώρου µε εσωτερικό γινόµενο¨ (inner product

space)

2 σχέσεις ορθογωνιότητας µεταξύ των 4 υποχωρων

3 η ορθογωνιότητα σε στοιχεία διανυσµατικών χώρων - ακόµα και σε

συναρτήσεις

4 ορθογώνια προβολή

5 ϐέλτιστη προσέγγιση και ορθογωνιότητα

6 το πρόβληµα των ελαχίστων τετραγώνων (επέκταση του προβλήµατος

επίλυσης συστηµάτων)

7 µεθόδους επίλυσης του προβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων

8 τη διαδικασία Gram-Schmidt για την παραγωγή ορθογώνιων διανυσµάτων
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Χώροι εσωτερικού γινοµένου

χ. εσωτερικού γινοµένου = διανυσµατικός χ. + εσωτερικό γιν. επί του δ.χ.

Παραδείγµατα :

Ο χώρος Rn
µε το κλασικό εσωτερικό (στικτό) γινόµενο.

Ο χώρος Rn
µε το εσωτερικό γινόµενο 〈x,y〉 := x

>
Dy όπου D διαγώνιο

µητρώο µε ϑετική διαγώνιο.

Ο χώρος Pn των πολυωνύµων ϐαθµού ως και n στο διάστηµα [−1,1], µε

εσωτερικό γινόµενο το 〈p,q〉 :=
∫

1

−1
p(ζ)q(ζ)dζ.

Ο χώρος Pn των πολυωνύµων ϐαθµού ως και n στο διάστηµα [−1,1], µε

εσωτερικό γινόµενο το 〈p,q〉 :=
∫

1

−1

p(ζ)q(ζ)√
1−ζ2

dζ.
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Μια γεωγραφία των µαθηµατικών χώρων
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Θεµελιώδες ϑεώρηµα της ΓΑ κατά Strang, Μέρος Ι

Υπενθύµιση

∆ίνεται A ∈ Rm×n
. Τότε

1 dim(range(A)) = dim(range(A>)) = r

2 dim(null(A)) = n− r και dim(null(A>)) = m− r .
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Σχέσεις ορθογωνιότητας ϑεµελιωδών υποχώρων

Ορισµός

΄Εστω ο Rn
. Για κάθε δ.υ. V το ορθογώνιο συµπλήρωµα, V ⊥ είναι ο δ.

υπόχωρος όλων των διανυσµάτων καθέτων στο V . Τότε Rn = V ⊕V ⊥.

Φαίνεται (εύκολα) ότι τα στοιχεία των null(A) και range(A>) είναι κάθετα µεταξύ

τους. Οµοίως, τα στοιχεία των null(A>) και range(A) είναι κάθετα µεταξύ τους.

Θεµελιώδες Θεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας II

(κατά Strang:)

range(A)⊥ null(A>) και range(A>)⊥ null(A),

(null(A))⊥ = range(A>), (null(A>))⊥ = range(A),
Rm = range(A)︸ ︷︷ ︸

r

⊕null(A>)︸ ︷︷ ︸
m−r

, Rn = range(A>)︸ ︷︷ ︸
r

⊕null(A)︸ ︷︷ ︸
n−r
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Σχέσεις ορθογωνιότητας ϑεµελιωδών υποχώρων

Ορισµός

΄Εστω ο Rn
. Για κάθε δ.υ. V το ορθογώνιο συµπλήρωµα, V ⊥ είναι ο δ.

υπόχωρος όλων των διανυσµάτων καθέτων στο V . Τότε Rn = V ⊕V ⊥.

Φαίνεται (εύκολα) ότι τα στοιχεία των null(A) και range(A>) είναι κάθετα µεταξύ

τους. Οµοίως, τα στοιχεία των null(A>) και range(A) είναι κάθετα µεταξύ τους.

Θεµελιώδες Θεώρηµα Γραµµικής ΄Αλγεβρας II

(κατά Strang:)

range(A)⊥ null(A>) και range(A>)⊥ null(A),

(null(A))⊥ = range(A>), (null(A>))⊥ = range(A),
Rm = range(A)︸ ︷︷ ︸

r

⊕null(A>)︸ ︷︷ ︸
m−r
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Ζεύγη και ορθογωνιότητα υποχώρων µητρώου
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Προβολή και ορθογώνια προβολή

΄Εστω υπόχωρος V του Rn
και ότι

Rn = V ⊕V ⊥

όπου

V ⊥ = {y|y ⊥ x,∀x ∈ V }

Τότε κάθε στοιχείο x ∈ Rn
γράφεται µοναδικά και ως άθροισµα των

x = v +u,v ∈ V ,u ∈ V ⊥

= Px +(I−P)x

όπου P η ορθογώνια προβολή επί του V . Προσέξτε ότι I−P επιτελεί ορθογώνια

προβολή στο ορθογώνιο συµπλήρωµα V ⊥.
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Ορθογώνια προβολή

Θέµα : Μας δίνεται ένα διάνυσµα x από τον δ.χ. και αναζητούµε :

1 Την προβολή, δηλ. το διάνυσµα που προκύπτει από την προβολή του

διανύσµατος σε κάποιον υπόχωρο.

2 Θα δούµε ότι µπορούµε να εκφράσουµε την προβολής ως ένα ειδικό

µητρώο προβολής επί το x .

Θεωρούµε εδώ ότι η προβολή ενός διανύσµατος

σε ευθεία είναι το µέρος του διανύσµατος κατά µήκος της ευθείας.

σε επίπεδο είναι το µέρος του διανύσµατος επί του επιπέδου.

παρόµοια γενικεύουµε την έννοια της προβολής διανύσµατος επί

µεγαλύτερου υπόχωρου.

Προσοχή: Το ϐιβλίο του Strang (και εµείς εδώ) ϑα αναφερόµαστε αποκλειστικά

σε ορθογώνιες προβολές. Υπάρχουν όµως και πλαγιογώνιες προβολές.

(CEID ∆ιάλεξη 7 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 27 Μαρτίου 2018 19 / 75



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Απλό παράδειγµα

Ο δ.χ. είναι το R3
και µας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1,e2}. Τότε αν

x =

 1

2

−1


⇒ προβολή επί του S είναι xS =

 0

0

−1


⇒ προβολή επί του T είναι xT =

1

2

0
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Απλό παράδειγµα

Ο δ.χ. είναι το R3
και µας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1,e2}. Τότε αν

x =

 1

2

−1


⇒ προβολή επί του S είναι xS =

 0

0

−1

=

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 1

2

−1


⇒ προβολή επί του T είναι xT =

1

2

0

=

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 1

2

−1
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Απλό παράδειγµα

Ο δ.χ. είναι το R3
και µας ενδιαφέρουν οι υπόχωροι S := span{e3} και

T := span{e1,e2}. Τότε αν x = (1,2,−1)>

⇒ xS = PS x, όπου PS :=

(
0 0 0

0 0 0

0 0 1

)
= e3(e

>
3

e3)
−1

e
>
3

⇒ xT = PT x, όπου PT :=

(
1 0 0

0 1 0

0 0 0

)

= (e1 e2)

((
e
>
1

e
>
2

)
(e1 e2)

)−1
(

e
>
1

e
>
2

)
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Αναπαράσταση ορθογώνιας προβολής µε µητρώα

Προβολή σε 1 διάσταση

Κάθε µονοδιάστατος υποχώρος αποτελείται από διανύσµατα που είναι παράλληλα

σε κάποιο διάνυσµα u. ∆οθέντος του u, το µητρώο

P :=
uu
>

u>u

είναι ο τελεστής ορθογώνιας προβολής επί του υποχώρου.

∆είτε την επίδραση του παραπάνω P σε τυχόν διάνυσµα x :

uu
>

u>u
x =

u

‖u‖
u
>

x

‖u‖

= v‖x‖cos(x,u), όπου v :=
u

‖u‖

Το Px είναι η ορθογώνια προβολή του στην κατεύθυνση (δηλ. παράλληλα) του 〈v〉.
Προσέξτε ότι

(Px)>(x−Px) = 0⇒ x−Px ⊥ Px

που επιβεβαιώνει την ορθογωνιότητα
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Η εφαρµογή του P := uu
>/u

>
u σε τυχόν διάνυσµα x έχει σαν αποτέλεσµα την

προβολή του x στον υποχώρο span{u}.

Παράδειγµα ΄Εστω u = [1,2,3]>, τότε

P =
1

14


1 2 3

2 4 6

3 6 9


Για τυχαίο διάνυσµα x έχουµε

Px =
1

14


ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3

2ξ1 + 4ξ2 + 6ξ3

3ξ1 + 6ξ2 + 9ξ3


=

ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3

14

 1

2

3

 .
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Μητρώα προβολής

Ορισµός

΄Ενα µητρώο P ∈ Rn×n
αποκαλείται µητρώο προβολής αν είναι αυτοπαθές

αʹ
, δηλ.

PP = P. ΄Ενα µητρώο προβολής P αποκαλείται µητρώο ορθογώνιας προβολής αν

επιπλέον είναι συµµετρικό
ϐʹ

, δηλ. P
> = P.

αʹ
idempotent

ϐʹ
Ενίοτε, ένα µη συµµετρικό µητρώο προβολής χαρακτηρίζεται και ως µητρώο

πλαγιογώνιας προβολής ((oblique projector)).

Πώς ϕτιάχνουµε µητρώο ορθογώνιας προβολής (ΟΠ);

΄Εστω ο υπόχωρος V = span{v1, ...,vn} όπου τα vi είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

άρα αποτελούν ϐάση. Αν V = (v1, ...,vn), τότε το µητρώο

P := V(V>V)−1
V
>

είναι το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του V .
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Οπτικοποίηση (πλαγιογώνιας) προβολής

Προβολή επί του V ορθογώνια στο W
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Οπτικοποίηση ορθογώνιας προβολής

Προβολή επί του V ορθογώνια στο V
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Κατασκευή µητρώου προβολής

Κατασκευή µητρώου ΟΠ

Αν η ϐάση για τον δ.υ. V είναι οι στήλες του V = (v1, ...,vn) τότε το µητρώο

PV := V(V>V)−1
V
>

είναι το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του υπόχωρου V .

Κατασκευή µητρώου πλαγιογώνιας προβολής
αʹ

αʹ
Σηµ. εκτός ύλης

Αν η ϐάση για τον δ.υ. V είναι οι στήλες του V = (v1, ...,vn) και του δ.υ. W είναι

οι στήλες του W = (w1, ...,wn) το µητρώο

Q := V(W>V)−1
W
>

είναι το µητρώο προβολής επί του υπόχωρου V ορθογώνια στο W .
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Παράδειγµα

΄Εστω span{e1,e3} στον R4
τότε V = [e1,e3] και

PV = (e1 e3)

((
e
>
1

e
>
3

)
(e1 e3)

)−1
(

e
>
1

e
>
3

)
= (e1 e3)

(
e
>
1

e1 e
>
1

e3

e
>
3

e1 e
>
3

e3

)−1
(

e
>
1

e
>
3

)
= (e1 e3)

(
e
>
1

e
>
3

)
προσέξτε ότι ο µεσαίος όρος παραπάνω είναι I2

= e1e
>
1
+e3e

>
3
=

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0



Παρατηρήσεις : Προφανώς PV

ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=

ξ1

0

ξ3

0

 που ϑα µπορούσαµε να το «µαντέψουµε» από την αρχή. ∆είτε

όµως το επόµενο παράδειγµα που αυτό δεν είναι εύκολο.
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Παράδειγµα

΄Εστω V = span{a,b} στον R4
όπου a = [1,1,1,1]>, b = [0,1,−1,3] οπότε V = [a,b]. και

PV = (a b)

((
a
>

b
>

)
(a b)

)−1
(

a
>

b
>

)
= (a b)

(
a
>

a a
>

b

b
>

a b
>

b

)−1
(

a
>

b
>

)

=

1 0

1 1

1 −1

1 3

(4 3

3 11

)−1
(

1 1 1 1

0 1 −1 3

)

=

1 0

1 1

1 −1

1 3

( 11

35
− 3

35

− 3

35

4

35

)(
1 1 1 1

0 1 −1 3

)

=


11

35

8

35

14

35

2

35
8

35

9

35

7

35

11

35
14

35

7

35

21

35
− 7

35
2

35

11

35
− 7

35

29

35


Παρατηρήσεις : P

2

V = PV = P
>
V , PV a = a, PV b = b, PV (γa+δb) = γa+δb (αναµενόµενο : PV v = v για

κάθε v ∈ V .)
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Αν µας έδιναν το παραπάνω PV και ένα τυχαίο διάνυσµα x = [ξ1,ξ2 ,ξ3 ,ξ4]
>

τότε

PV x =
1

35

11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4

8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4

14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3−7ξ4

2ξ1 + 11ξ2−7ξ3 + 29ξ4



Για να επαληθεύσουµε ότι για κάθε x ∈ R4
, PV x ∈ V , αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει πάντα z ∈ R2

που ικανοποιεί το σύστηµα Vz = PV x .

Εξετάζουµε το επαυξηµένο σύστηµα

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4

1 1 8ξ1 + 9ξ2 + 7ξ3 + 11ξ4

1 −1 14ξ1 + 7ξ2 + 21ξ3−7ξ4

1 3 2ξ1 + 11ξ2−7ξ3 + 29ξ4


και το ϕέρνουµε σε ΑΓΚΜ,

 1 0 11ξ1 + 8ξ2 + 14ξ3 + 2ξ4

0 1 −3ξ1 +ξ2−7ξ3 + 9ξ4

0 0 0

0 0 0


Προσέξτε ότι n = rank(A) = rank([A,b]) εποµένως υπάρχει µοναδική λύση.
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Παρατηρήσεις

Στη γενική περίπτωση (για «γνήσιο υπόχωρο» , δηλ. όχι όλο το χώρο) το

(τετραγωνικό) µητρώο προβολής P δεν είναι αντιστρέψιµο.

Αυτό µπορεί να αναδειχθεί µε διάφορους τρόπους.

Σκεπτικό : ΄Εστω ότι ο αναφερόµαστε στον Rm
. Αν υπήρχε αντίστροφο P

−1
, για κάθε διάνυσµα του υπόχωρου

v ∈ V ϑα επέστρεφε ένα µοναδικό διάνυσµα του χώρου P
−1

v ∈ Rm
. Επειδή ένας γνήσιος υπόχωρος είναι

«µικρότερος», ϑα υπάρχουν περισσότερα από ένα διανύσµατα του χώρου των οποίων η προβολή στον

υπόχωρο ϑα είναι το ίδιο διάνυσµα, εποµένως ο αντίστροφος δεν µπορεί να οριστεί (ϑα προβληµατίζεται ποιό

διάνυσµα του χώρου να επιλέξει). Π.χ. είδαµε ότι αν V = span{e1,e3} στον R4
τότε

PV

 1

5

2

−1

= PV

 1

1000

2

−100

.

Μία απόδειξη Για να υπάρχει αντίστροφο, ϑα πρέπει το µητρώο P να είναι αντιστρέψιµο. ΄Οµως η ϐάση

V ∈ Rm×k
περιέχει λιγότερα διανύσµατα από τη διάσταση όλου του χώρου, δηλ. k < m, εποµένως

rank(P)≤min{rank(V),rank((V>V)−1),rank(V>)}.

Η τάξη των µητρώων στα δεξιά είναι k ή µικρότερη (αποδεικνύεται ότι είναι ακριβώς k) άρα το µητρώο δεν είναι

πλήρους τάξης και δεν είναι αντιστρέψιµο.
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Παρατήρηση

Το (τετραγωνικό) µητρώο προβολής P είναι µοναδικό ( δεν εξαρτάται από τη

ϐάση).

Γιατί αν οι στήλες των V και U είναι δύο διαφορετικές ϐάσεις για τον υπόχωρο

προβολής, τότε οι στήλες του ενός µπορούν να γραφτούν ως γραµµικοί

συνδυασµοί των στηλών του άλλου (ως µέλη του ίδου υπόχωρου). Εποµένως

υπάρχει αντιστρέψιµο M τέτοιο ώστε

V = UM, V ,U ∈ Rm×n,M ∈ Rn×n.

΄Αρα αν γράψουµε

P = V(V>V)−1
V
>

= (UM)((UM)>UM)−1(UM)>

= UM(M>U
>

UM)−1
M
>

U

= U(M−>M
>

U
>

UMM
−1)−1

U

= U(U>U)−1
U
>
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