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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 3ης δ.

Εσωτερικό γινόµενο : Καθετότητα, γωνία µεταξύ διανυσµάτων, ιδιότητες.

Σχέσεις : Ανισότητα CBS, τριγωνική ανισότητα, κανόνας

παραλληλογράµµου, ταυτότητα Πυθαγόρα.

Πολλαπλασιασµός µητρώων µέσω εσωτερικών γινοµένων.

Συµβολισµός επλογής υποµητρώων από µητρώο.

Κόστος ϐασικών πράξεων : Εσωτερικό γινόµενο, πολλ. µητρώου µε

διάνυσµα και µητρώου µε µητρώο.

∆υνάµεις και πολυώνυµα µητρώου. Αντίστροφο µητρώου.

Ανάκτηση πληροφορίας από µητρώο.

Μητρώα και γραφήµατα

Μέτρηση διαδροµών µε δυνάµεις και δυναµοσειρές µητρώων.

Αντίστροφο µητρώου.

Περιπτώσεις εύκολης αντιστροφής ή διάγνωσης µη αντιστρεψιµότητας.

Ορθογώνια µητρώα.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα (όροι 4ης δ.):

Επίλυση γραµµικών συστηµάτων : Εισαγωγή.

Γεωµετρική ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος : ερµηνεία κατά

γραµµές, ερµηνεία κατά στήλες.

∆ιαµέριση µητρώων, υποµητρώα, σύνθετα µητρώα : Συµβολισµοι και

πράξεις.

Ερµηνείες πολλαπλασιασµού µητρώων µε χρήση σύνθετων µητρώων.

Αντίστροφο κατά πλοκάδες (µπλοκ) τριγωνικού µητρώου.

Επίλυση γραµµικού συστήµατος µε απαλοιφή Gauss και πίσω αντικατάσταση

(επίλυση του ισοδύναµου άνω τριγωνικού συστήµατος).
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Υπενθύµιση

Είδαµε ότι στο λογισµό µητρώων µπορεί AB = 0 ενώ A 6= 0 και B 6= 0.

Παράδειγµα

A =

(
2 −1

−2 1

)
,B =

(
1 2

2 4

)
⇒ AB = 0

Ενδιαφέρον : Θα δούµε ότι αν AB = 0 και A,B ∈ Rn×n
(τετραγωνικά) τότε

τουλάχιστον ένα από τα δύο είναι ιδιόµορφο

Στο λογισµό µητρώων, τα ιδιόµορφα µητρώα έχουν το ϱόλο του µηδεν !

Αν A ιδιόµορφο, τότε BA και AB είναι ιδιόµορφα για οποιοδήποτε B.

Προσοχή: Ιδιόµορφο δεν σηµαίνει 0, απλά ε έχει το ϱόλο ιδεατού

µηδενικού : ΄Ο,τι πολλαπλασιάσει, το κάνει ιδιόµορφο.

(
1 2

2 4

)(
α β

γ δ

)
=

(
α + 2γ β + 2δ

2α + 4γ 2β + 4δ

)
,

και προσέξτε οτι οι στήλες (και οι γραµµές) του γινοµένου είναι γραµµικά

εξαρτηµένες ό,τι και να είναι τα α,β,γ,δ.
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Ελέγξτε ότι για να υπάρχει B = A
−1

ϑα πρέπει AB = I.

Για να υπάρχει τέτοιο B ϑα πρέπει η πρώτη στήλη του B(:,1) που µπορούµε χάριν

οικονοµίας να τη συµβολίσουµε ως b1 = [β11,β21]> να ικανοποιεί

Ab1 = e1⇒
(

1 2

2 4

)(
β11

β21

)
=

(
1

0

)
εποµένως

β1 + 2β2 = 1

2β1 + 4β2 = 0

που είναι αδύνατο γιατί τότε

2(β1 + 2β2)− (2β1 + 4β2) = 2−0⇒ 2 = 0
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Τύπος αντιστρόφου

Strang, σελ. 90

Το αντίστροφο του 2×2 µητρώου :

Αν A =

(
α β

γ δ

)
⇒ A

−1 =
1

αδ−βγ

(
δ −β

−γ α

)
Εποµένως το µητρώο είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον αν

αδ−βγ 6= 0

΄Οπως ϑα µάθουµε, αυτή είναι η ορίζουσα του A.

Προσοχή: Αυτή είναι από τις λίγες περιπτώσεις που το αντίστροφο µητρώο

υπολογίζεται εύκολα.

ΠΡΟΣΟΧΗ (1): Σχεδόν ποτέ δεν χρησιµοποιούµε αντιστροφή για να λύσουµε ένα

γραµµικό σύστηµα.

ΠΡΟΣΟΧΗ (2): Ο υπολογισµός του αντιστρόφου χρειάζεται πολύ πιο σπάνια από

το να λύσουµε γραµµικά συστήµατα.
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Περιπτώσεις που το αντίστροφο είναι εύκολο να ϐρεθεί ή να

δειχτεί ότι δεν είναι αντιστρέψιµο

διαγώνιο µητρώο

στοιχειώδης µετασχηµατισµός Gauss

ορθογώνιο

2×2

κατά πλοκάδες διαγώνιο αν γνωρίζουµε τα αντίστροφα των πλοκάδων

∆εν υπάρχει

µηδενικό µητρώο

διαγώνιο ή τριγωνικό µε κάποιο διαγώνιο στοιχείο 0

µητρώο µε γραµµικά εξαρτηµένες στήλες ή γραµµές

2×2 µε µηδενική ορίζουσα

κατά πλοκάδες διαγώνιο ή τριγωνικό αν κάποια διαγώνια πλοκάδα είναι µη αντιστρέψιµη

γινόµενο µητρώων από τα οποία ένα µη αντιστρέψιµο
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ΠΡΟΣΟΧΗ - Εµπεδώστε ότι :

Ο υπολογισµός του αντιστρόφου είναι συνήθως αρκετά πιο

ακριβός σε πράξεις από την λύση ενός γραµµικού

συστήµατος (κατά σταθερό παράγοντα, όχι ασυµπτωτικά)

η ακρίβεια αφορά και στην αποθήκευση του αντιστρόφου,

π.χ.

η αντιστροφή συνήθως υλοποιείται µε επίλυση γραµµικών

συστηµάτων ισάριθµων µε το µέγεθος του µητρώου,

σχεδόν ποτέ δεν χρησιµοποιούµε αντιστροφή για να

λύσουµε ένα γραµµικό σύστηµα,

ακόµα και όταν γράφουµε A
−1

b, συνήθως εννοούµε την

εύρεση του x ώστε Ax = b.
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ΠΡΟΣΟΧΗ - Εµπεδώστε ότι :
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Αναζήτηση αντιστρόφου

αν υπάρχει

Θα το αναζητήσουµε λύνοντας µία σειρά από υποπροβλήµατα (που εντέλει είναι

πιο σηµαντικό)!

∆ίνεται A ∈ Rn×n
και Ϲητούµε το B ∈ Rn×n

ώστε

AB = I⇔ A[b1,b2, ...,bn] = [e1,e2, ...,en], όπου e1 = (1,0, ...)>, κ.λπ.

Υπολογίζουµε το B ανά στήλες, δηλ. κάθε διάνυσµα bj που ικανοποιεί το

γραµµικό σύστηµα

Abj = ej , j = 1, ...,n.

Το επόµενο ϐασικό Ϲήτηµα είναι η επίλυση γραµµικού συστήµατος

∆οθέντων A,b να υπολογιστεί, αν υπάρχει, x τ.ώ. Ax = b.
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ΕΠΙΛΥΣΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ
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Επίλυση γραµµικών συστηµάτων

Από τα πιο σηµαντικά προβλήµατα

Εµφανίζεται σε πολλές εκδοχές και µεταµφιέσεις

Μία από αυτές είναι ο υπολογισµός του αντιστρόφου µητρώου

Πολλές µέθοδοι επίλυσης

Στη σύγχρονη έρευνα αξιοποιούν «δοµικές» πληροφορίες από την

εφαρµογή για επιτάχυνση

Εδώ ϑα εξετάσουµε έναν «πρωταρχικό» τρόπο

Ονόµατα κλειδιά :Απαλοιφή Gauss, παραγοντοποίηση LU.

Στόχοι : Να προετοιµαστείτε για την «αυτοµατοποίηση» της επίλυσης µέσω

αλγορίθµου, που µπορεί να εφαρµοστεί και σε µεγάλα προβλήµατα.
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Αναµενόµενοι χρόνοι επίλυσης [QSG14]

Προσοχή: Cramer µέσω τύπου Laplace και MEG εννοεί απαλοιφή Gauss - δεν διευκρινίζεται αν εφαρµόζεται οδήγηση.

(CEID ∆ιάλεξη 4 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 6 Μαρτίου 2018 13 / 61



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Επίλυση γραµµικών συστηµάτων

‘Μητέρα των προβληµάτων’ της Γραµµικής ΄Αλγεβρας :

∆ίδονται m «γραµµικές εξισώσεις» για n αγνώστους και Ϲητάµε να υπολογίσουµε

τους αγνώστους ξ1, ...,ξn.

α11ξ1 +α12ξ2 + · · ·+α1nξn = β1

α21ξ1 +α22ξ2 + · · ·+α2nξn = β2

.
.
. =

.

.

.

αm1ξ1 +α12ξ2 + · · ·+αmnξn = βm

Ax = b όπου A =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

αm1 αm2 · · · αmn

 ,x =


ξ1

ξ2

.

.

.

ξn

 ,b =


β1

β2

.

.

.

.

.

.

βm
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Παράδειγµα

Θεωρούµε ότι οι ϐαθµωτοί α11 ως α44 και β1 ως β4 είναι «γνωστές» τιµές που

δεν έχουν ακόµα προσδιοριστεί.

α11ξ1 +α12ξ2 +α14ξ4 = 1

α21ξ1 +α23ξ3 =−500

+α32ξ2 +α33ξ3 = 1

43

α41ξ1 +α44ξ4 = 0
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Αλγεβρική γραφή

∆οθέντων A ∈ Rm×n,b ∈ Rm
, ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση, x ∈ Rn

του Ax = b.

΄Υπαρξη Υπάρχει λύση ;

Μοναδικότητα Αν υπάρχει, είναι µοναδική;

Εύρεση Ποιά ή ποιές είναι ;

∆ηλ. ϑέλουµε να υπολογιστεί το σύνολο

X = arg
x∈Rn{Ax = b|A ∈ Rm×n,x ∈ Rn,b ∈ Rm}

ή απλά να ϐρεθεί ένα x ∈ Rn
τέτοιο ώστε Ax = b.
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Παρατηρήσεις

Με ένα µόνο σύµβολο συνοψίζουµε

Με A τους mn συντελεστές (γνωστοί)

Με x το διάνυσµα µε τους n αγνώστους,

Με b το διάνυσµα των m στοιχείων του δεξιού µέλους (γνωστά).

Η σύντοµη διατύπωση ϐασίζεται στην «ειδική» πράξη πολλαπλασιασµού µητρώ-

ου µε διάνυσµα και επιτυγχάνει εξαιρετική οικονοµία στη γραφή.

Στη συνέχεια και µέχρι να δηλωθεί διαφορετικά, ϑα ασχολούµαστε µε

τετραγωνικά συστήµατα (m = n)
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Παράδειγµα

ξ1 +ξ2 +ξ4 = 1

πξ1 +eξ3 =−500

+2.0ξ2 −44ξ3 = 1

43

−ξ1 +7ξ4 = 0
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Παράδειγµα

Μη γραµµικό σύστηµα !√
ξ1 +ξ1ξ2 +ξ4 = 1

πξ1 +e
2ξ3 =−500

+2.0ξ2 −44ξ3 = 1

43

−ξ1 +
√

7ξ4 = 0
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Η «έφοδος» του Θυµαρίδα (400-350 π.Χ.) (Ιάµβλιχος, 245-325

µ.Χ.)

ξ1 + · · · +ξn = β1

ξ1 +ξ2 = β2

.

.

. +
. . . =

.

.

.

ξ1 +ξn = βn

⇔


1 1 · · · 1

1 1 0 · · ·

1
. . . · · ·

1 0 · · · 1


︸ ︷︷ ︸

A


ξ1

.

.

.

.

.

.

ξn


︸ ︷︷ ︸

x

=


β1

.

.

.

.

.

.

βn


︸ ︷︷ ︸

b
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Ερµηνεία µε γεωµετρία

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων x ∈ Rn
που ικανοποιούν την εξίσωση

α1,1ξ1 + α1,2ξ2 + · · ·+ α1,nξn = βn

ονοµάζεται υπερεπίπεδο του Rn
. Λέγεται επίσης ότι έχει διάσταση n−1.

n = 1⇒ σηµείο στον R.

n = 2⇒ ευθεία στον R2
.

n = 3⇒ επίπεδο στον R3
.
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Θεώρηση γραµµών :

Κάθε εξίσωση αντιστοιχεί σε ένα υπερεπίπεδο στον Rn

Η λύση x είναι το σηµείο τοµής των n υπερεπιπέδων (π.χ. ευθειών όταν

n = 2).

Θεώρηση στηλών :

΄Εστω οι στήλες (διανύσµατα) του µητρώου A = [a1, ...,an].

Η λύση x είναι οι συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού που παράγει το

b, δηλ. ∑
n

j=1
ξjaj = b.

Προσοχή: ΥΠΑΡΧΕΙ ΛΥΣΗ ; ΕΙΝΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΗ ; ΠΩΣ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΤΑΙ ;
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Θεώρηση γραµµών :

Κάθε εξίσωση αντιστοιχεί σε ένα υπερεπίπεδο στον Rn

Η λύση x είναι το σηµείο τοµής των n υπερεπιπέδων (π.χ. ευθειών όταν

n = 2).

Θεώρηση στηλών :

΄Εστω οι στήλες (διανύσµατα) του µητρώου A = [a1, ...,an].

Η λύση x είναι οι συντελεστές του γραµµικού συνδυασµού που παράγει το

b, δηλ. ∑
n

j=1
ξjaj = b.

Προσοχή: ΥΠΑΡΧΕΙ ΛΥΣΗ ; ΕΙΝΑΙ ΜΟΝΑ∆ΙΚΗ ; ΠΩΣ ΥΠΟΛΟΓΙΖΕΤΑΙ ;
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Ερµηνεία λύσης ως σηµείο τοµής υπερεπιπέδων

΄Ενα υπερεπίπεδο (γραµµή στον R2
) ανά εξίσωση(

2 1

1 −1

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
1

2

)
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Ερµηνεία λύσης ως πολλαπλασιαστές διανυσµάτων

΄Ενα διάνυσµα ανά στήλη

Αναζητούµε το γραµµικό συνδυασµό των στηλών του A = [a1,a2] που παράγει το b:(
2 1

1 −1

)(
ξ1

ξ2

)
=

(
1

2

)
η λύση ικανοποιεί b = ξ1a1 + ξ2a2

(Τα Ϲητούµενα ξ1,ξ2 αντιστοιχούν στην κλιµάκωση των a1,a2 ώστε c1 = ξ1a1, c2 = ξ2a2

και b = c1 + c2.)
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∆υσχέρειες επίλυσης

όταν n = 2 Ερµηνεία γραµµών

οι εξισώσεις ορίζουν ευθείες που είναι παράλληλες χωρίς κοινό σηµείο -

∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΛΥΣΗ

οι εξισώσεις ορίζουν ευθείες που είναι παράλληλες και έχουν άπειρα

κοινά σηµεία - ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ

Ερµηνεία στηλών

οι στήλες του µητρώου είναι στην ίδια ευθεία και το διάνυσµα b ορίζει

σηµείο εκτός αυτής - ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΛΥΣΗ

οι στήλες του µητρώου είναι στην ίδια ευθεία και το διάνυσµα b ορίζει

σηµείο επ΄ αυτής - ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ
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Γενίκευση σε πολλές διαστάσεις

της ερµηνείας γραµµών (δυσκολεύει) Στις n = 3 διαστάσεις

σηµεία προάγονται σε γραµµές

γραµµές προάγονται σε επίπεδα

η λύση είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων τοµής των 3 επιπέδων (ένα

για κάθε εξίσωση)

Παραδείγµατα δυσκολιών

αν οποιαδήποτε 2 από τα επίπεδα ή και όλα είναι παράλληλα µεταξύ τους

⇒ ΛΥΣΗ ΜΗ ∆ΥΝΑΤΗ

αν η ευθεία τοµής δυο επιπέδων κείται επί του τρίτου⇒ ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ

ΠΡΟΣΟΧΗ : Στην πράξη, οι δυσκολίες είναι περισσότερες γιατί οι υπολογισµοί

γίνονται σε αριθµητική πεπερασµένης ακρίβειας
1

1
περισσότερα στην Αριθµητική Ανάλυση & Περιβάλλοντα Υλοποίησης
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Υποµητρώα

΄

Εστω µητρώο A µεγέθους m×n και ϕυσικοί αριθµοί 1≤ i1 < i2 < ... < ik ≤m και

1≤ j1 < j2 < ... < jl ≤ n. Τότε το µητρώο µεγέθους k× l του οποίου το (µ,ν)
στοιχείο είναι aiµ jν

αποκαλείται υποµητρώο του A. Αν k = l και i1 = j1, ..., ik = jk

τότε το µητρώο καλείται κύριο (principal). Αν i1 = 1, ..., ik = k τότε το µητρώο

καλείται αρχικό (leading).
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∆ιαµέριση µητρώου

διαµέριση κατά γραµµές µητρώο ως παράθεση ή στοίβα από διανύσµατα

γραµµές

διαµέριση κατά στήλες µητρώο ως παράθεση ή στοίβα από διανύσµατα στήλες
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Ο συµβολισµός «:» (colon) I

Βολικός τρόπος να προσδιορίσουµε µια γραµµή ή στήλη ενος µητρώου : Για

παράδειγµα, αν A ∈ Fm×n
,

τότε A(k, :) είναι η k-στή γραµµή

A(k, :) =
(
αk,1 αk,2 . . . αk,n

)
τότε A(:,k) είναι η k-στή στήλη

A(:,k) =


α1,k

α2,k

. . .
αm,k


Ο συµβολισµός µπορεί να επεκταθεί, π.χ. αν n≥ 4
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Ο συµβολισµός «:» (colon) II

τότε A(k,2 : 6) είναι το διάνυσµα που αποτελείται από τα στοιχεία στις

ϑέσεις 2 ως και 6 της k-στής γραµµής

A(k, :) =
(
αk,2 αk,3 αk,4 αk,5 αk,6

)
ενώ A(k,2 : 3 : 6) είναι τα στοιχεία στις ϑέσεις 2 και 5 της k-στής γραµµής

A(k, :) =
(
αk,2 αk,5

)
Παράδειγµα A(k,1 : 2 : n) είναι τα στοιχεία στις περιττές ϑέσεις της k-στής

γραµµής και A(k,2 : 2 : n) είναι τα στοιχεία στις άρτιες ϑέσεις της k-στής

γραµµής.

Αντίστοιχα και µε τις στήλες
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Ο συµβολισµός «:» (colon) III

Μπορούµε να επεκτείνουµε το συµβολισµό ως προς αµφότερες τις διαστάσεις

του µητρώου,

A(k1 : k2, `1 : `2): Επιλέγει τα στοιχεία από τις γραµµές k1 ως και k2 και από

τις στήλες στις ϑέσεις `1 ως και `2.

A(k1 : k : k2, `1 : ` : `2): Επιλέγει τα στοιχεία από τις γραµµές k1 ως και k2 µε

ϐήµα k και από τις στήλες στις ϑέσεις `1 ως και `2 µε ϐήµα `.
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Τεµαχισµός, σύνθετα µητρώα, πλοκάδες (µπλοκ)

Συνηθίζεται να τεµαχίζουµε σε υποµητρώα µε διαδοχικές γραµµές/στήλες

(πλοκάδες).

Ενα µητρώο A µεγέθους m×n λέγεται πως είναι τεµαχισµένο σε

πλοκάδες (ή µπλοκ) όταν είναι γραµµένο ως

A =


A11 A12 · · · A1l

A21 A22 · · · A2l

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

Ak1 Ak2 · · · Akl


όπου Aij είναι mi×nj υποµητρώο του A.

Αν δυο µητρώα είναι σύµµορφα τεµαχισµένα (conformally partitioned),

τότε τα υποµητρώα που τα αποτελούν µπορούν να χρησιµοποιηθούν σαν

ϐαθµωτοί στο πλαίσιο πράξεων µητρώων αρκεί να µην χρησιµοποιείται

αντιµεταθετικότητα στον πολλαπλασιασµό µητρώων.
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΄Ενα µητρώο, έστω Α, µπορεί να τεµαχιστεί σε «υποµητρώα» µε διαµερισµό κατά

γραµµές ή και στήλες π.χ. α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 ,

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 ,

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 ,

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 ,

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 ,

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 ,

κ.λπ.

(Προσοχή: Ο διαµερισµός που µας ενδιαφέρει προς το παρόν διαπερνά το

µητρώο από άκρο σε άκρο.)

Μπορούµε να γράψουµε το καθένα παραπανω συνοπτικά µέσω των πλοκάδων

που το απαρτίζουν
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Μετά µπορούµε να γράψουµε

(
A11 A12

A21 A22

)
=

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α11 α12 α13


όπου

A11 = α11

A12 = (α12,α13)

A21 =

(
α21

α31

)
,

A22 =

(
α22 α23

α32 α33

)
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Ο τεµαχισµός δεν είναι µοναδικός ούτε κατ’΄ ανάγκη 2×2. Μπορούµε να

επιλέξουµε πολλούς τεµαχισµούς (ό,τι ταιριάζει στην εφαρµογή µας).

Το παραπάνω µητρώο µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι 2×2 αν το δείτε ‘από

πολύ µακριά’. Μόνον που το κάθε στοιχείο του είναι και αυτό µητρώο. Αυτα

τα υποµητρώα αναφέρονται συχνά και ως µπλοκ ενώ το αρχικό µητρώο ϑα

λέγεται σύνθετο.

Οι δείκτες των υποµητρώων αφορούν τη ϑέση τους στο σύνθετο

υποµητρώο.
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A =

(
I I

0 I

)
όπου οι πλοκάδες είναι 2×2 τότε

A =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1
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B =



4 1 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 4 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 4 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 4 1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 2


,

B =


A 0 0 0 0

0 A 0 0 0

0 0 A 0 0

0 0 0 A 0

0 0 0 0 A

 , όπου A =

(
4 1

−1 2

)
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B =



4 1 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 4 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 4 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 4 1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 2


,

B =

D 0 0

0 D 0

0 0 A

 , όπου A =

(
4 1

−1 2

)
,D =


4 1 0 0

−1 2 0 0

0 0 4 1

0 0 −1 2
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IDΠροσοχή: Τα 0 στο B είναι µηδενικά µητρώα και δεν έχουν όλα την ίδια διάσταση !

Εκείνα που είναι στις ϑέσεις (2,1),(3,1),(1,2),(1,3) είναι 4×4. Το 0 στη

ϑέση (2,3) είναι 4×2 και το 0 στη ϑέση (3,2) είναι 2×4.

∆ιαγώνιο κατά πλοκάδες, µη οµοιόµορφος διαµερισµός.

όταν δεν είναι ακολουθεί από τις διαστάσεις των υπολοίπων µητρώων,

υποδεικνύπουµε τα µεγέθη

B =

 D 04×4 04×2

04×4 D 04×2

02×4 02×4 A

 ,
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[
a11 a12

a21 a22

]
0 0

0

 b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

 0

0 0

[
c11 c12

c21 c22

]


=

A

B

C
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Πράξεις µεταξύ σύνθετων µητρώων

Μπορούµε να προβούµε σε πράξεις µε σύνθετα µητρώα,

1 εφόσον οι διαστάσεις όλων των επιµέρους υποµητρώων είναι συµβατές

για τις πράξεις,

2 (οπότε) οι διαστάσεις των αρχικών µητρώων είναι επίσης συµβατές.

3 εποµένως µπορούµε να εκφράσουµε το αποτέλεσµα ϐάσει πράξεων

µεταξύ των πλοκάδων που αποτελούν τα πολλαπλασιαζόµενα µητρώα.
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A1,1 +B1,1 · · · A1,K +B1,K

A2,1 +B2,1 · · · A2,K +B2,K

.

.

.

.
.
.

.

.

.

AM,1 +BM,1 · · · AM,K +BM,K

=


A1,1 · · · A1,K

A2,1 · · · A2,K

.

.

.

.
.
.

.

.

.

AM,1 · · · AM,K

+


B1,1 · · · B1,K

B2,1 · · · B2,K

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

BM,1 · · · BM,K


Προσοχή: υπό την προϋπόθεση ότι τα Ϲεύγη των υποµητρώων Ai,j ,Bi,j είναι σύµµορφα.
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Πράξεις σύνθετων µητρώων : Παραδείγµατα

Πριν γράψαµε το B ως σύνθετο µητρώο µε πολλούς διαφορετικούς

τρόπους. Παρόλο, που η πράξη B + B είναι πάντα εφικτή, δεν είναι δυνατόν

να την εκφράσουµε ως πρόσθεση των παρακάτω εκφράσεων ως σύνθετα

µητρώα : π.χ. οι δυο εκδοχές του BD 0 0

0 D 0

0 0 A

 ,

(
E G

H F

)

όπου E =

(
D

0

)
, F = A, G =

(
0 0

D 0

)
, H = 0, F = (0,A).

ενώ

A =

(
I I

I D

)
,C =

(
D 0

I D

)

2A + C =

(
2I + D 2I

3I 3D

)
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Αναστροφή σύνθετων µητρώων

Προκειµένου για σύνθετα µητρώα, η αναστροφή ορίζεται όπως ϑα περιµέναµε.

Για παράδειγµα, αν έχει γίνει σωστά ο διαχωρισµός σε µπλοκ Aij για το µητρώο

A, τότε

A
> =


A
>
11

A
>
21
· · ·

A
>
12

A
>
22
· · ·

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.


Παράδειγµα

(
A11 A12

A21 A22

)>
=

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

> =

 1 4 7

2 5 8

3 6 9

=

(
A
>
11

A
>
21

A
>
21

A
>
22

)
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Εφαρµογές : Πολλαπλασιασµός µητρώο- διάνυσµα

A = [a1, . . . ,an] ∈ Rm×n
όπου ai ∈ Rm

και x =


ξ1

ξ2

.

.

.

ξn

 ∈ Rn,

Το πλήθος στηλών του A πρέπει να είναι ίσο µε το µέγεθος (πλήθος γραµµών)

του x

Το γινόµενο b του µητρώου A µε το διάνυσµα x , που γράφουµε απλά b = Ax

µπορεί να ϑεωρηθεί (ισοδύναµα) ότι είναι :

Υπενθύµιση : Το σύµβολο «:» χρησιµοποιείται για να κατασκευάσουµε ή και να

επιλέξουµε στοιχεία ενός µητρώου. Προς το παρόν να ϑεωρήσετε ότι A:,j είναι η

στήλη j και Ai,: είναι η γραµµή i του µητρώου A.
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∆ύο ϑεωρήσεις

1η ϑεώρηση (κατά στήλες) µε γραµµικό συνδυασµό το διάνυσµα του γραµµικού

συνδυασµού των στηλών του A µε συντελεστές τα στοιχεία του x

b = ξ1A:,1 + · · ·+ ξnA:,n,∈ Rm,

2η ϑεώρηση (κατά γραµµές) µε εσωτερικά γινόµενα το διάνυσµα που περιέχει

για στοιχεία στις ϑέσεις i = 1, ...,m το εσωτερικό γινόµενο της γραµµής i του A

µε το x

Ax =


A1,:x

A2,:x

.

.

.

Am,:x
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Και στις δύο περιπτώσεις το αποτέλεσµα είναι

b =


α11 ·ξ1 + α12 ·ξ2 + · · ·+ α1nξn

α21 ·ξ1 + α22 ·ξ2 + · · ·+ α2n

.

.

.

αm1 ·ξ1 + αm2 ·ξ2 + · · ·+ αmn
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Παράδειγµα

A =

(
9 8 7

6 5 4

)
, x =

 3

2

1

,

Με γραµµικό συνδυασµό

3 ·
(

9

6

)
+ 2 ·

(
8

5

)
+ 1 ·

(
7

4

)
.

Με εσωτερικά γινόµενα

Ax =

(
50

32

)
=

(
9 ·3 + 8 ·2 + 7 ·1
6 ·3 + 5 ·2 + 4 ·1

)
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Ως γενίκευση πολλαπλασιασµού µητρώου επί διάνυσµα Αν A είναι m× k και το

B είναι k×n τότε

C = AB = A(B:,1, · · · ,B:,n)

= (AB:,1, · · · ,AB:,n)

που είναι m×n.
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Εναλλακτικά

AB =

A1,:
.
.
.

Am,:

(B:,1, . . . ,B:,n) =

A1,:B:,1 · · · A1,:B:,n

· · ·
.
.
. · · ·

Am,:B:,1 · · · Am,:B:,n


εναλλακτικά

AB = (A:,1, . . . ,A:,k)

B1,:
.
.
.

Bk,:

= A:,1B1,: + · · ·+ A:,kBk,:
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Παράδειγµα : πολλαπλασιασµος σύνθετων µητρώων

Εφόσον οι τεµαχισµοί είναι σύµµορφοι,

(
B11C11 + B12C21 B11C12 + B12C22

B21C11 + B22C21 B21C12 + B22C22

)
=

(
B11 B12

B21 B22

)
.

(
C11 C12

C21 C22

)

(CEID ∆ιάλεξη 4 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 6 Μαρτίου 2018 51 / 61



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Πολλαπλασιασµός µητρώων

Θεώρηση µέσω των σύνθετων µητρώων


C1,1 C1,2 · · · C1,N

C2,1 C2,2 · · · C2,N

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

CM,1 CM,2 · · · CM,N

=


A1,1 A1,2 · · · A1,K
A2,1 A2,2 · · · A2,k
.
.
.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

AM,1 AM,2 · · · AM,K




B1,1 B1,2 · · · B1,N
B2,1 B2,2 · · · B2,N

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

BK,1 BK ,2 · · · BK ,N



Γενικός τύπος

Ci,j = Ai,1B1,j +Ai,2B2,j + · · ·+Ai,K BK ,j

=
k

∑
s=1

Ai,sBs,j , για i = 1, ...,M και j = 1, ...,N

Προσοχή: Για εγκυρότητα πρέπει οι διαστάσεις των υποµητρώων που πολλαπλασιάζονται να είναι συµβατές και

οι όροι που αθροίζονται να είναι σύµµορφοι !
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 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 , B =

 β11 β12 β13

β21 β22 β23

β31 β32 β33

 ,

C =

 γ11 γ12 γ13

γ21 γ22 γ23

γ31 γ32 γ33

 , D =

 δ11 δ12 δ13

δ21 δ22 δ23

δ31 δ32 δ33


τα παραπάνω µητρώα µπορούν να πολλαπλασιαστούν µεταξύ τους χωρίς

πρόβληµα

αν όµως ϑέλουµε να εκφράσουµε τα γινόµενα µέσω επιµέρους πράξεων

των υποµητρώων που τα απαρτίζουν, από τους παρακάτω

πολλαπλασιασµούς ποιοί είναι έγκυροι ; (να εξηγήσετε)

AA AB AC AD BB BC BD CC CD DD
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Αντίστροφο κατά πλοκάδες κάτω τριγωνικού µητρώου

Αναζητούµε το αντίστροφο του M =

(
A 0

C D

)
Επειδή ϑα είναι και αυτό κατά

πλοκάδες κάτω τριγωνικό (αν υπάρχει), το γράφουµε στη µορφή (µε τις σωστές

διαστάσεις) N =

(
Â 0

Ĉ D̂

)
Θα πρέπει να ικανοποιεί MN = I δηλ.(

A 0

C D

)(
Â 0

Ĉ D̂

)
=

(
I 0

0 I

)
άρα

AÂ = I⇒ Â = A
−1

DD̂ = I⇒ D̂ = D
−1

CÂ + DĈ = 0⇒ Ĉ =−D
−1

CA
−1

(
A 0

C D

)−1

=

(
A
−1

0

−D
−1

CA
−1

D
−1

)
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Παράδειγµα

Αν το A είναι αντιστρέψιµο,(
A 0

A A

)−1

=

(
A
−1

0

−A
−1

A
−1

)
π.χ.

A =

(
1 2

−1 3

)
⇒ A

−1 =

(
3

5
− 2

5
1

5

1

5

)
και 

1 2 0 0

−1 3 0 0

1 2 1 2

−1 3 −1 3


−1

=


3

5
− 2

5
0 0

1

5

1

5
0 0

− 3

5

2

5

3

5
− 2

5

− 1

5
− 1

5

1

5

1

5
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Απαλοιφή Gauss

Βασική ιδέα : Μετατροπή του αρχικού προβλήµατος σε ένα πιο εύκολο

Ax = b⇒ Ux = b̂

όπου το U είναι άνω τριγωνικό

U =


υ11 υ12 υ1n

υ22

.

.

.
. . . υn−1,n

υn,n


και συνδέεται µε έναν σχετικά απλό τρόπο µε το αρχικό A.
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Γιατί να το κάνουµε αυτό ;

Η λύση µε το U υπολογιζεται εύκολα (ξn→ ξn−1→ ··· → ξ1)

Πίσω αντικατάσταση ΄Ενα απλό παράδειγµα : ΄Εστω
2

4

3

2

3
0

0 2
4

3

2

3

0 0 2
2

3

0 0 0 1




ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=


2

2

10

3

−1

 Ϲητούµενο x =


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4


Βήµα 1: Επίλυση της n-στής εξίσωσης ως προς ξn (n = 4):

2
4

3

2

3
0

0 2
4

3

2

3

0 0 2
2

3

0 0 0 1




ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

=


2

2

10

3

−1

⇒ ξ4 =−1 ⇒ x =


ξ1

ξ2

ξ3

−1
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IDΒήµα 2: Επίλυση της 3ης εξίσωσης ως προς ξ3:

υ33︷︸︸︷
2 ξ3 +

υ34︷︸︸︷
2

3

ξ4︷︸︸︷
(−1) =

10

3
⇒ ξ3 = 2


2

4

3

2

3
0

0 2
4

3

2

3

0 0 2
2

3

0 0 0 1




ξ1

ξ2

2

−1

=


2

2

10

3

−1
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IDΒήµα 3: Επίλυση της 2ης εξίσωσης ως προς ξ2:

υ22︷︸︸︷
2 ξ2 +

υ23︷︸︸︷
4

3

ξ3︷︸︸︷
2 +

υ24︷︸︸︷
2

3

ξ4︷︸︸︷
(−1) = 2⇒ ξ2 = 0


2

4

3

2

3
0

0 2
4

3

2

3

0 0 2
2

3

0 0 0 1




ξ1

0

2

−1

=


2

2

10

3

−1
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Βήµα 4: Επίλυση της 1ης εξίσωσης ως προς ξ1:

υ11︷︸︸︷
2 ξ1 +

υ12︷︸︸︷
4

3

ξ2︷︸︸︷
0 +

υ13︷︸︸︷
2

3

ξ3︷︸︸︷
2 +

υ14︷︸︸︷
0

ξ4︷︸︸︷
(−1) = 2⇒ ξ1 = 1

3


2

4

3

2

3
0

0 2
4

3

2

3

0 0 2
2

3

0 0 0 1




1

3

0

2

−1

=


2

2

10

3

−1
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Επίλυση τριγωνικών συστηµάτων

Είδαµε ότι η επίλυση Ux = b είναι «εύκολη».

Πόσο στοιχίζει ;

Ω = n
2

(να το επαληθεύσετε !)

Τι γίνεται αν ϑέλαµε να λύσουµε κάτω τριγωνικό Lx = b; εµπρός

αντικατάσταση (ίδια ιδέα)

Προτείνουµε : να λύσετε µερικά µικρά κάτω τριγωνικά και άνω τριγωνικά

συστήµατα ...
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A. Quarteroni, F. Saleri, and P. Gervasio.

Numerical Methods using MATLAB and Octave.

Springer, 4th edition, 2014.
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