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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 10ης δ.

Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα : Τι, γιατί, ορισµοί.

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο.

Θεώρηµα Cayley-Hamilton και εφαρµογές.

Συνοδευτικό µητρώο πολυωνύµου.

∆εξιά και αριστερά ιδιοδιανύσµατα.

Κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα.

Υπολογισµός ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων.

Ελλειµµατικές ιδιοτιµές και µητρώα.

∆ιαγωνιοποίηση και διαγωνιοποιήσιµα µητρώα.

Φασµατικό ανάπτυγµα µητρώου.

Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα δυνάµεων µητρώου και πολυωνύµων µητρώου.

Απόδειξη του Θ Cayley-Hamilton.

Υπολογισµός ιδιοδιανυσµάτων και ιδιοτιµών : η µέθοδος δύναµης.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα συζητήσουµε (όροι 11ης δ.):

Ιδιοζεύγη γινοµένου µητρώων

Η περίπτωση των µιγαδικών µητρώων

Ιδιόχωροι

Ιδιότητες ιδιοτιµών ϐάσει του είδους του µητρώου

Ορθογωνιότητα διανυσµάτων

Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα µητρώα

Κανονικές µορφές και κανονική µορφή Jordan.

Παραγοντοποίηση Schur.

Παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών (SVD), ιδιάζουσες τιµές, ιδιάζοντα

διανύσµατα.

Προσέγγιση µητρώων µέσω του SVD.

Ψευδοαντίστροφος µητρώου.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων (Strang, 6.2) I

ΠΡΟΣΟΧΗ ισχύουν µόνον όταν έχουµε ένα εµπλεκόµενο µητρώο και δυνάµεις του.

Λ(A + B) 6= Λ(A) + Λ(B)

υπάρχουν λ ∈ Λ(AB) τέτοια ώστε λ 6= λi(A)λj(B) για κανένα i, j

Το πρώτο δεν εκπλήσσει, εξάλλου det(A) + det(B) 6= det(A + B).

Μεταθετικότητα και ιδιοδιανύσµατα

Ισχύει ότι AB = BA αν και µόνον αν υπάρχει ίδιο X που διαγωνιοποιεί αµφότερα τα

µητρώα, δηλ.

∃X τ.ώ. X
−1

AX = Λ(A),X−1
BX = Λ(B).

Σχετικά µε το γινόµενο : Θυµηθείτε ότι det(AB) = det(BA) = det(A)det(B). Για τις

ιδιοτιµές δεν ισχύει κάτι αντίστοιχο µε την 1η ισότητα. Υπάρχει όµως κάτι αντίστοιχο µε τη

δεύτερη ισότητα.

Στη συνέχεια εξετάζουµε πως συνδέονται οι ιδιοτιµές Λ(AB) µε τις ιδιοτιµές Λ(BA).
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Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων (Strang, 6.2) II

Χρησιµοποιώντας οµοιότητα, ϑα δείξουµε πως συνδέονται οι ιδιοτιµές Λ(AB) µε τις

ιδιοτιµές Λ(BA). ΄Εστω ότι A ∈ Rm×n
, B ∈ Rn×m

. Προσοχή, τα µητρώα A,B δεν είναι κατ΄

ανάγκη τετραγωνικά, το γινόµενό τους όµως πρέπει να είναι ! Τότε αν

X =

(
I A

0 I

)
⇒ X

−1 =

(
I −A

0 I

)
(

I −A

0 I

)(
AB 0m,n
B 0n,n

)(
I A

0 I

)
=

(
0m,m 0m,n

B BA

)
΄Εστω ότι m≥ n, τότε

(λ1(AB), . . . ,λn(AB),λn+1(AB), . . .λm(AB),

n︷ ︸︸ ︷
0, . . .0) = (λ1(BA), . . . ,λn(BA),0, . . .0︸ ︷︷ ︸

m

)

εποµένως οι ιδιοτιµές του AB είναι ίδιες µε τις ιδιοτιµές του BA συν επιπλέον µία

µηδενική ιδιοτιµή πολλαπλότητας m−n.

Λ(AB) = Λ(BA)∪{0}
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Μιγαδικά διανύσµατα και µητρώα I

Κεφ. 10.2 Strang

΄Οπως έχουµε πει, τα διανύσµατα και τα µητρώα ορίζονται χωρίς πρόβληµα και

στο πεδίο των µιγαδικών.

Ισχύουν όλες οι ιδιότητες που έχουµε αναφέρει.

Επέκταση της έννοιας του αναστρόφου :

Αν a = [α1,α2, ...,αn]> ∈ Cn
, τότε το ανάστροφο είναι (ως συνήθως):

a
> = [α1,α2, ...,αn]

και το το συζυγές ανάστροφο ή Ερµιτιανό ανάστροφο ορίζεται ως :

ā
> = [ᾱ1, ᾱ2, ..., ᾱn]

= a
∗

Παρόµοια και για τα µητρώα.
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Μιγαδικά διανύσµατα και µητρώα II

Κεφ. 10.2 Strang

΄Ενα µητρώο καλείται Ερµιτιανό αν A
∗ = A. Αν το µητρώο είναι πραγµατικό, τότε

όταν λέµε Ερµιτιανό µητρώο εννοούµε συµµετρικό µητρώο. ΄Ενα τετραγωνικό

µιγαδικό µητρώο A καλείται ορθοµοναδιαίο αν A
∗
A = I

Προσοχή στον ορισµό του εσωτερικού γινοµένου (δείτε τις σχετικές

διαφάνειες): δηλ. το εσωτερικό γινόµενο

〈x,y〉 = x
>

y

= x
∗
y

΄Ενα µιγαδικό µητρώο για το οποίο A
∗
A = I καλείται unitary (ορθοµοναδιαίο).

(CEID ∆ιάλεξη 10 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 15 Μαΐου 2018 8 / 48



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Αριστερά ιδιοδιανύσµατα

Ποιά είναι η σχέση των ιδιοτιµών/διανυσµάτων του A µε αυτά του A
∗

;

Αν Ax = λx τότε x
∗
A
∗ = λ̄x

∗
εποµένως το λ̄ είναι ιδιοτιµή του A

∗

Εποµένως οι ιδιοτιµές του A
∗

είναι οι συζυγείς των ιδιοτιµών του A.

Γενικά δεν υπάρχει απλή σχέση µεταξύ των ιδιοδιανυσµάτων των A,A∗.

Αν λ̄ είναι ιδιοτιµή του A
∗

τότε ϑα υπάρχει ιδιοδιάνυσµα y ώστε A
∗
y = λ̄y

εποµένως y
∗
A = λy

∗
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Υπόχωροι ιδιοδιανυσµάτων⇒ Ιδιόχωροι

Ιδιόχωρος ιδιοτιµής :

Ο χώρος που παράγεται από το διάνοιγµα των ιδιοδιανυσµάτων που αντιστοιχούν

σε κάποια ιδιοτιµή.

Προσοχή: Οι ιδιόχωροι είναι αναλλοίωτοι ως προς το µητρώο που τους ορίζει :

Αν V = span〈qi1
, ...,qik

〉 ⇒ AV = V

Προσοχή: Στη γενική περίπτωση (διανυσµατικού υπόχωρου από διάνοιγµα διανυσµάτων που δεν

είναι ιδιοδιανύσµατα) δεν ισχύει αυτό. Π.χ. δείτε την περίπτωση, A =

(
1 1

0 1

)
∈ R2×2

µε

µοναδικό ιδιοδιάνυσµα το e1. Τότε Ae1 = e1 ∈ span〈< e1〉 ενώ αν x είναι το διάνυσµα [ξ1,ξ2]>

όπου ξ2 6= 0, τότε Ax = [ξ1 + ξ2,ξ2]> /∈ span〈x〉.
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Γραµµική ανεξαρτησία και ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων I

∆ύο σηµαντικές ιδιότητες :

1 Τα ιδιοδιανύσµατα ενός µητρώου που αντιστοιχουν σε διαφορετικές

ιδιοτιµές, είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Απόδειξη : ΄Εστω ότι Aq1 = λ1q1, Aq2 = λ2q2 και

λ1 6= λ2. Αν είναι γραµµικά εξαρτηµένα τότε για µη µηδενικά α,β ισχύει ότι αq1 + q2 = 0 Μπορούµε

να υποθέσουµε ότι α 6= 0,β = 1. οπότε, πολλαπλασιάζοντας µε το q
∗
2

,

0 = αq1 + q2⇒ 0 = αq
∗
2
q1 + q

∗
2
q2

Πολλαπλασιάζοντας µε το q
∗
2
A,

0 = αq1 + q2⇒ 0 = αq
∗
2
Aq1 + q

∗
2
Aq2

0 = λ1αq
∗
2
q1 + λ2q

∗
2
q2

΄Αρα

0 = αq
∗
2
q1 + q

∗
2
q2

0 = λ1αq
∗
2
q1 + λ2q

∗
2
q2

Μία από τις ιδιοτιµές είναι οπωσδήποτε µη µηδενική, έστω λ2 6= 0. Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη

εξίσωση µε λ2 και αφαιρώντας

0 = (λ2−−λ1)

‖q2‖2︷︸︸︷
q
∗
2
q2

που είναι αδύνατον από τις υποθέσεις µας.
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Γραµµική ανεξαρτησία και ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων II

2 Αν ένα µητρώο είναι συµµετρικό, τότε τα ιδιοδιανύσµατα διαφορετικών

ιδιοτιµών είναι κάθετα µεταξύ τους.

Απόδειξη : (δοκιµάστε - η απόδειξη σε λίγο)
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Ιδιοτιµές ερµιτιανών και πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ax = λx,A = A
> ∈ Rn×n⇒ x

∗
A
> = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2

λ̄ = x
∗(Ax) = λ‖x‖2

Ax = λx,A = A
∗ ∈ Rn×n⇒ x

∗
A
∗ = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2

λ̄ = x
∗(Ax) = λ‖x‖2

άρα, επειδή ‖x‖ 6= 0,

λ = λ̄⇒ λ ∈ R.

Οι ιδιοτιµές των ερµιτιανών και των πραγµατικών συµµετρικών µητρώων είναι

όλες πραγµατικές. Επίσης αν A = A
> ∈ Rn×n

τότε όλα τα ιδιοδιανύσµατα είναι

πραγµατικά.
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Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων

συµµετρικών πραγµατικών µητρώων

΄Εστω διαφορετικές ιδιοτιµές λ 6= µ και

Ax = λx, Ay = µy

y
>

Ax = λy
>

x = y
>

A
>

x

(Ay)>x = µy
>

x⇒ µ(y
>

x) = λ(y
>

x)

οπότε είτε λ = µ ή y
>

x = 0.

Τα ιδιοδιανύσµατα ενός πραγµατικού συµµετρικού µητρώου που αντιστοιχούν σε

διαφορετικές ιδιοτιµές είναι πάντοτε κάθετα µεταξύ τους
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Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων

συµµετρικών πραγµατικών µητρώων

Τι γίνεται µε τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε πολλαπλές ιδιοτιµές ;

Κάθε πραγµατικό συµµετρικό ή ερµιτιανό µητρώο διαθέτει ακριβώς n

ιδιοδιανύσµατα που είναι κάθετα µεταξύ τους. ∆ηλαδή διαθέτει ένα πλήρες

σύνολο ορθογωνίων ιδιοδιανυσµάτων ακόµα και αν υπάρχουν ιδιοτιµές µε

πολλαπλότητα.

A[q1, ...,qn] = [q1, ...,qn]Λ⇔ [q1, ...,qn]>A[q1, ...,qn] = Λ

Q
>

AQ = Λ

A = λ1q1q
>
1

+ · · ·λnqnq
>
n

ϕασµατικό ανάπτυγµα
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Επίλυση συστηµάτων µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος και

ερµηνεία

Αν γνωρίζουµε τα X ,Λ ώστε X
−1

AX = Λ και αναζητούµε το x τ.ώ. Ax = b,

Ax = b

X
−1

AXX
−1

x = X
−1

b

οπότε

x = XΛ−1
X
−1

b

=
1

λ1

x1(y
∗
1

b) +
1

λ2

x2(y
∗
2

b) + · · · 1

λn

xn(y
∗
n

b)

ΠΡΟΣΟΧΗ Ο τρόπος αυτός επίλυσης σπάνια συµφέρει ...

πιο χρήσιµο είναι η πληροφορία που παρέχει αναδεικνύοντας ορισµένα χαρακτηριστικά

της λύσης ! π.χ. πως µεγεθύνονται οι παράγοντες που αντιστοιχούν σε όρους όπου

y
∗
j

b 6= 0 και η απόλυτη τιµή |λj | είναι πολύ µικρή (αν είναι 0, το µητρώο δεν

αντιστρέφεται).

(CEID ∆ιάλεξη 10 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 15 Μαΐου 2018 16 / 48



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Σύνοψη : Πώς διευκολύνουν τα συµµετρικά (πραγµατικά) και

ερµιτιανά (µιγαδικά) µητρώα ;

Αν A = A
> ∈ Rn×n

ή A = A
∗ ∈ Cn×n

τότε

όλες οι ιδιοτιµές είναι πραγµατικές,

υπάρχουν n γραµµικά ιδιοδιανύσµατα, {q1, . . . ,qn},

τα ιδιοδιανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους, άρα Q
>

Q = I ή Q
∗
Q = I,

τα ιδιοδιανύσµατα είναι πραγµατικά αν το µητρώο είναι πραγµατικό,

το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο,

Q
>

AQ = Λ ή Q
∗
AQ = Λ.
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Μία ενδιαφέρουσα αναγωγή

Αφού τα συµµετρικά µητρώα έχουν όλες αυτές τις καλές ιδιότητες, έχει

ενδιαφέρον το εξής :

Κάθε τετραγωνικό µητρώο Rn×n
µπορεί να γραφτεί ως

A =
A + A

>

2
+

A−A
>

2
,

Ο πρώτος όρος είναι συµµετρικός και ο δεύτερος αντισυµµετρικός:

(
A−A

>

2

)>
=−

(
A−A

>

2

)
Ενδιαφέρον : Οι ιδιοτιµές των αντισυµµετρικών µητρώων είναι όλες ϕανταστικές.
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Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα µητρώα

Πολλά µητρώα στις εφαρµογές έχουν την ιδιότητα που ϑα συζητήσουµε τώρα.

Το αντίστοιχο των «ϑετικών αριθµών» στην περίπτωση των µητρώων !

Ορισµός

∆ίνεται συµµετρικό A ∈ Rn×n
. Τότε Οι παρακάτω ιδιότητες είναι ισοδύναµες :

1 Οι ιδιοτιµές του A είναι όλες ϑετικές.

2 Για k = 1, ...,n, detA1:k,1:k > 0.

3 Για κάθε x 6= 0, x
>

Ax > 0.

4 Αν A = LU είναι η παραγοντοποίηση LU του A, όλοι οι οδηγοί (τα διαγώνια στοιχεία

του U) είναι ϑετικοί.

Αν ισχύει µία από αυτές, το µητρώο καλείται συµµετρικό ϑετικά ορισµένο (ΣΘΟ).

΄Οταν ένα µητρώο είναι ΣΘΟ τότε

όλα τα στοιχεία στη διαγώνιο είναι ϑετικά.

είναι αντιστρέψιµο.

υπάρχει κάτω τριγωνικό L τέτοιο ώστε A = LL
>

.
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∆ιαγωνιοποίηση(επανάληψη)

∆ύο σηµαντικές περιπτώσεις για δοθέν A ∈ Cn×n
:

1 είναι διαγωνιοποιήσιµο⇒ υπάρχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα

2 δεν είναι διαγωνιοποιήσιµο (ελλειµµατικό)⇒ δεν υπάρχουν n γ.α.

ιδιοδιανύσµατα

ΠΡΟΣΟΧΗ Αν διαγωνιοποιήσιµο, τότε σε ορισµένες (καλές) περιπτώσεις τα

ιδιοδιανύσµατα είναι ορθογώνια (αν πραγµατικά) ή ορθοµοναδιαία (αν µιγαδικά),

οπότε

Q
>

AQ = Λ, ή Q
∗
AQ = Λ
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Κανονική µορφή Jordan

Τι κάνουµε όταν το µητρώο δεν είναι διαγωνιοποιήσιµο ; ∆εν υπάρχει παραγοντοποίηση

A = QΛQ
−1

.

Πόσο απλό µπορούµε να κάνουµε γενικό µητρώο A µε µετασχηµατισµό οµοιότητας ;

Για κάθε A ∈ Cn×n
µε ιδιοτιµές λ1, . . . ,λn, υπάρχει µητρώο X ∈ Cn×n

τέτοιο ώστε

X
−1

AX = J =


J1

J2

.
.
.

Jq



q είναι το πλήθος των γ.α. ιδιοδιανυσµάτων του A.

Σε κάθε ιδιοτιµή αντιστοιχούν όσα υποµητρώα Jordan είναι η γεωµετρική πολλαπλότητά της.

Το άθροισµα των διαστάσεων των υποµητρώων Jordan για µία ιδιοτιµή είναι ίσο µε την αλγεβρική

πολλαπλότητά της.

Κάθε Ji αποκαλείται απλό (υπο)µητρώο Jordan και έχει τη µορφή

Ji =


λi 1 0 · · ·
0 λi 1 0

.

.

.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

0 · · · 0 λi

 ∈ Cki×ki , όπου

q

∑
i=1

ki = n.
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Παρατηρήσεις

Καλά νέα 1) Η µορφή Jordan αποκαλύπτει τη ϕασµατική δοµή του µητρώου.

2) Αποτελεί µία σηµαντική κανονική µορφή µητρώου (υπάρχουν

και άλλες).

Κακά νέα Αν και ενδιαφέρουσα από µαθηµατικής άποψης, υπάρχουν

εγγενείς δυσκολίες στον υπολογισµό της µορφής Jordan.

Τι γίνεται στην πράξη Αναζητούµε άλλες κανονικές µορφές.

Οι χρησιµότερες κανονικές µορφές

Παραγοντοποίηση Schur: Για κάθε τετραγωνικό A, υπάρχει ορθοµοναδιαίο Q

τέτοιο ώστε Q
∗
AQ = R είναι άνω τριγωνικό. Το R λέγεται η µορφή

Schur του A.

Παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών (SVD) Για οποιοδήποτε µητρώο A υπάρχουν

πάντα ορθοµοναδιαία U,V τέτοια ώστε το U
∗
AV = Σ να είναι

διαγώνιο (µε µη αρνητικά στοιχεία !)
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΜΗΤΡΩΟΥ

Αναφερόµαστε στη δυνατότητα να εκφράσουµε δοθέν µητρώο A ∈ Cm×n
ως

γινόµενο

A = WKH, όπου k ≤ n,W = Cm×k ,Y ∈ Ck×k ,H ∈ Ck×n

για κάποια κατάλληλη τιµή k .

Η επιλογή κατάλληλου k ≤min(m,n) µπορεί

να είναι και αυτή µέρος του προβλήµατος).

Πολλές ϕορές, µπορεί να ϑέλουµε να

χρησιµοποιήσουµε k τ.ώ. να ισχύει έχουµε

ικανοποιητική προσέγγιση A≈WKH.

π.χ. αν n < m και υπάρχει

k ≤ n τ.ώ.

=
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ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΜΗΤΡΩΟΥ

Αναφερόµαστε στη δυνατότητα να εκφράσουµε δοθέν µητρώο A ∈ Cm×n
ως

γινόµενο

A = WKH, όπου k ≤ n,W = Cm×k ,Y ∈ Ck×k ,H ∈ Ck×n

για κάποια κατάλληλη τιµή k .

Η επιλογή κατάλληλου k ≤min(m,n) µπορεί

να είναι και αυτή µέρος του προβλήµατος).

Πολλές ϕορές, µπορεί να ϑέλουµε να

χρησιµοποιήσουµε k τ.ώ. να ισχύει έχουµε

ικανοποιητική προσέγγιση A≈WKH.

Τέτοιου τύπου προβλήµατα εµφανίζονται σε

πολλές εφαρµογές : π.χ. Ανάκτηση

Πληροφορίας, Επεξεργασία Σηµάτων και

Εικόνας, Ανάλυση ∆εδοµένων.
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Γνωστές παραγοντοποιήσεις

Γνωρίζουµε (κεφ. 3): Αν rank(A) = r τότε µπορούµε να ϐρούµε (από την ΑΓΚΜ)

παράγοντες B ∈ Cm×r ,C ∈ Cr×n
τ.ώ. A = BC

Παραδείγµατα
1

A = WKH όπου A ∈ Rm×n
. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες παραγοντοποιήσεις

προϋποθέτουν τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r
, r στήλες C ∈ Rr×n

, µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m
ορθογώνιο R ∈ Rm×n

άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r
, ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r

άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗

(Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q
∗

A = XJX
−1

(ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X
−1

A = XΛX
−1

διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X
−1

A = QΛQ
>

συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q
>

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη τετραγωνικό) µε

ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.

1
∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.

(CEID ∆ιάλεξη 10 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 15 Μαΐου 2018 24 / 48



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Γνωστές παραγοντοποιήσεις

Γνωρίζουµε (κεφ. 3): Αν rank(A) = r τότε µπορούµε να ϐρούµε (από την ΑΓΚΜ)

παράγοντες B ∈ Cm×r ,C ∈ Cr×n
τ.ώ. A = BC

Παραδείγµατα
1

A = WKH όπου A ∈ Rm×n
. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες παραγοντοποιήσεις

προϋποθέτουν τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r
, r στήλες C ∈ Rr×n

, µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m
ορθογώνιο R ∈ Rm×n

άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r
, ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r

άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗

(Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q
∗

A = XJX
−1

(ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X
−1

A = XΛX
−1

διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X
−1

A = QΛQ
>

συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q
>

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη τετραγωνικό) µε

ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.

1
∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.

(CEID ∆ιάλεξη 10 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 15 Μαΐου 2018 24 / 48



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Χτίζοντας τη ∆ιάσπαση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD) I

΄Εστω A ∈ Rm×n
όπου rank(A) = r . Θεωρούµε ότι διαθέτουµε ορθοκανονικές

ϐάσεις για τους 4 ϑεµελιώδεις υπόχωρους (π.χ. µέσω της ΑΓΚΜ και στη

συνέχεια Gram-Schmidt):

range(A) = span{u1, . . . ,ur}, ορίζουµε U1 ∈ Rm×r

null(A
>) = span{ur+1, . . . ,um}, ορίζουµε U2 ∈ Rm×(m−r)

range(A
>) = span{v1, . . . ,vr}, ορίζουµε V1 ∈ Rn×r

null(A) = span{vr+1, . . . ,vm}, ορίζουµε V2 ∈ Rn×(n−r)

και ϑέτουµε U = [U1,U2],V = [V1,V2].

Τότε αν χρησιµοποιήσουµε τα παραπάνω,

U
>

AV =

(
U
>
1

U
>
2

)
A(V1 V2)

=

(
U
>
1

AV1 U
>
1

AV2

U
>
2

AV1 U
>
2

AV2

)
=

(
C 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)
όπου C είναι r× r .
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Χτίζοντας τη ∆ιάσπαση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD) II

U
>
1

AV2 = 0r,n−r γιατί V2 είναι ϐάση του null(A).

U
>
2

AV1 = 0m−r,r γιατί U2 είναι ϐάση του null(A
>).

Συνεπάγεται ότι U
>
2

AV2 = 0m−r,n−r .

Το C ∈ Rr×r
είναι r× r και έχει τάξη r γιατί

rank(A) = r = rank(U
>

AV) = rank(C). Εποµένως ϑα είναι

αντιστρέψιµο.

Αν ονοµάσουµε το U
>

AV = R τότε A = URV
>

. Η παραγοντοποίηση αυτή

ενίοτε ονοµάζεται παραγοντοποίηση URV (εκτός ύλης !)

΄Ενα σηµαντικό στοιχείο είναι ότι οι ϐάσεις U1,V1 µπορούν να επιλεγούν έτσι

ώστε το C = U
>
1
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Ορίζουµε U1 = AV1S
−1

. Τότε από την (*) ϕαίνεται ότι U
>
1

U1 = I. ΄Αρα οι στήλες του U1 είναι ΟΚ.

Επιλέγουµε U2 ώστε το [U1,U2] να είναι ορθογώνιο.

Επίσης U1 = AV1S
−1

άρα U
>
1

AV1 = S και U
>
2

AV1 = U
>
2

U1S = 0

άρα

U
>

AV = (U1,U2)>A(V1,V2) =

(
U
>
1

AV1 U
>
1

AV2

U
>
2

AV1 U
>
2

AV2

)
=

(
S 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)
και
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Απόδειξη ύπαρξης του SVD

∆ίνεται A ∈ Rm×n
.

Εξετάζουµε το µητρώο A
>

A: Είναι συµµετρικό ϑετικά ηµιορισµένο,

εποµένως υπάρχουν n µη αρνητικές ιδιοτιµές

σ
2

1
≥ ·· · ,≥ σ

2

r
> σ

2

r+1
= · · ·= σ

2

n

και ΟΚ ιδιοδιανύσµατα v1, ...,vr ,vr+1, . . . ,vn. Ονοµάζουµε όπως πριν τα V1,V2.
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>

AV1 = V1S
2
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>
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A
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>
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2 = S

2

άρα S
−1

V
>
1

A
>

AV1S
−1 = I (*).

Επίσης A
>

AV2 = V20 = 0 άρα V
>
2

A
>

AV2 = 0 άρα AV2 = 0.

Ορίζουµε U1 = AV1S
−1

. Τότε από την (*) ϕαίνεται ότι U
>
1

U1 = I. ΄Αρα οι στήλες του U1 είναι ΟΚ.
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άρα

U
>
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>
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>
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>
2

AV2

)
=
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∆ιάσπαση ιδιάζουσας τιµής (SVD)

Κάθε µητρώο A ∈ Rm×n
όπου m≥ n µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως γινόµενο

δύο ορθογώνιων U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n
και ενός πραγµατικού, µη αρνητικού και

διαγώνιου µητρώου Σ ∈ Rm×n
ως εξής

A = UΣV
> = U

(
Σ̂
0

)
V
>,

όπου U
>

U = Im,V
>

V = In, Σ̂ ∈ Rn×n,

και Σ̂ = diag(σ1, ...,σn)≥ 0.

Επίσης, σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σr > 0 ενώ σr+1 = · · ·= σn = 0. Μετά από τις

απαραίτητες τροποποιήσεις, υπάρχει αντίστοιχη παραγοντοποίηση όταν m≤ n.

Από το SVD µαθαίνουµε σχεδόν τα πάντα για το µητρώο
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∆ιάσπαση ιδιάζουσας τιµής (SVD)

Κάθε µητρώο A ∈ Rm×n
όπου m≥ n µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως γινόµενο

δύο ορθογώνιων U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n
και ενός πραγµατικού, µη αρνητικού και

διαγώνιου µητρώου Σ ∈ Rm×n
ως εξής

A = UΣV
> = U

(
Σ̂
0

)
V
>,

όπου U
>

U = Im,V
>

V = In, Σ̂ ∈ Rn×n,

και Σ̂ = diag(σ1, ...,σn)≥ 0.

Επίσης, σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σr > 0 ενώ σr+1 = · · ·= σn = 0. Μετά από τις

απαραίτητες τροποποιήσεις, υπάρχει αντίστοιχη παραγοντοποίηση όταν m≤ n.

Από το SVD µαθαίνουµε σχεδόν τα πάντα για το µητρώο
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Παραγοντοποιήσεις

Παραδείγµατα
2

A = WKH όπου A ∈ Rm×n
. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες παραγοντοποιήσεις προϋποθέτουν

τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r
, r στήλες C ∈ Rr×n

, µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m
ορθογώνιο R ∈ Rm×n

άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r
, ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r

άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗

(Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q
∗

A = XJX
−1

(ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X
−1

A = XΛX
−1

διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X
−1

A = QΛQ
>

συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q
>

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη τετραγωνικό) µε

ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.

2
∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.
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Παραγοντοποιήσεις

Παραδείγµατα
2

A = WKH όπου A ∈ Rm×n
. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες παραγοντοποιήσεις προϋποθέτουν

τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r
, r στήλες C ∈ Rr×n

, µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m
ορθογώνιο R ∈ Rm×n

άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r
, ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r

άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗

(Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q
∗

A = XJX
−1

(ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X
−1

A = XΛX
−1

διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X
−1

A = QΛQ
>

συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q
>

A = UΣV
>

(SVD) U ∈ Rm×m
διαγ. Σ≥ 0 ∈ Rm×n

, V ∈ Rn×n

ορθογώνιο µε r ϑετικά στοιχεία ορθογώνιο

A = U1Σ̂V
>
1

(SVD) U1 ∈ Rm×r
διαγ. Σ̂ ∈ Rr×r

, V1 ∈ Rn×r

ΟΚ στήλες µε r ϑετικά στοιχεία ΟΚ γραµµές

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη τετραγωνικό) µε

ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.

2
∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.
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Παραγοντοποιήσεις

Παραδείγµατα
2

A = WKH όπου A ∈ Rm×n
. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες παραγοντοποιήσεις προϋποθέτουν

τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r
, r στήλες C ∈ Rr×n

, µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m
ορθογώνιο R ∈ Rm×n

άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r
, ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r

άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗

(Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q
∗

A = XJX
−1

(ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X
−1

A = XΛX
−1

διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X
−1

A = QΛQ
>

συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q
>

A = UΣV
>

(SVD) U ∈ Rm×m
διαγ. Σ≥ 0 ∈ Rm×n

, V ∈ Rn×n

ορθογώνιο µε r ϑετικά στοιχεία ορθογώνιο

A = U1Σ̂V
>
1

(SVD) U1 ∈ Rm×r
διαγ. Σ̂ ∈ Rr×r

, V1 ∈ Rn×r

ΟΚ στήλες µε r ϑετικά στοιχεία ΟΚ γραµµές

A = UP (polar) U ∈ Rm×m
unitary διαγ. P ∈ Rm×n

,

ερµιτιανό ηµιορισµένο

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη τετραγωνικό) µε

ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.
2

∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.
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∆ιάσπαση ιδιάζουσας τιµής (SVD)

Κάθε µητρώο A ∈ Rm×n
όπου m≥ n µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως γινόµενο

δύο ορθογώνιων U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n
και ενός πραγµατικού, µη αρνητικού και

διαγώνιου µητρώου Σ ∈ Rm×n
ως εξής

A = UΣV
> = U

(
Σ̂
0

)
V
>,

όπου U
>

U = Im,V
>

V = In, Σ̂ ∈ Rn×n,

και Σ̂ = diag(σ1, ...,σn)≥ 0.

Επίσης, σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σr > 0 ενώ σr+1 = · · ·= σn = 0. Μετά από τις

απαραίτητες τροποποιήσεις, υπάρχει αντίστοιχη παραγοντοποίηση όταν m≤ n.

Από το SVD µαθαίνουµε σχεδόν τα πάντα για το µητρώο
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Ορολογία και παρατηρήσεις

΄Εστω ότι A = UΣV
>

είναι η SVD του A.

Τα διαγώνια στοιχεία του A λέγονται ιδιάζουσες τιµές του A. Θεωρούµε ότι

σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σmin(m,n).

Οι στήλες του U ονοµάζονται αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα. Προσέξτε ότι είναι

τα ορθοκανονικά ιδιοδιανυσµατα του AA
>

.

Οι στήλες του V ονοµάζονται δεξιά ιδιάζοντα διανύσµατα. Προσέξτε ότι είναι τα

ορθοκανονικά ιδιοδιανυσµατα του A
>

A.

τάξη του A ο αριθµός των µη µηδενικών στοιχείων της διαγωνίου του Σ.

ΟΚ ϐάση για range(A) οι στήλες του U1 = [u1, ...,ur ]

ΟΚ ϐάση για null(A) οι στήλες του V2 = [vr+1, ...,vn]

ΟΚ ϐάση για range(A
>) οι στήλες του V1 = [v1, ...,vr ]

ΟΚ ϐάση για null(A
>) οι στήλες του U2 = [ur+1, ...,um]
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=

UA

0

0

Σ V
>

0
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= r

UA

0

0

r

Σ V
>

0
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= r

UA

0

0

r

Σ V
>

0

U1 = U:,1:r U2 = U:,r+1:m V1 = V:,1:r V2 = V:,r+1:n

range(A) null(A
>) range(A

>) null(A)

A = U1Σ̂V
>
1
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=

A U Σ V
>
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Strang, σελ. 449

Θα σας πω άµεσα τη γνώµη µου : Η SVD είναι το αποκορυφωµα αυτού

του µαθήµατος της γραµµικής άλγεβρας. Τη σκέφτοµαι ως το τελικό

ϐήµα στο Θεµελιώδες Θεώρηµα. Αρχικά εµφανίζονται οι διαστάσεις

των τεσσάρων υποχώρων. Στη συνέχεια η ορθογωνιότητά τους. ΄Επειτα

οι ορθοκανονικές ϐάσεις οι οποίες διαγωνιοποιούν τον A. ΄Ολα

εµπεριέχονται στον τύπο A = UΣV
>

.
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Ανάπτυγµα σε ιδιάζουσες τριπλέτες

Αν το µητρώο είναι τάξης r και ϑέσουµε Σ̂r,r το r× r διαγώνιο µητρώο diag[σ1, · · · ,σr ] (όλα µη µηδενικά) τότε

A = [U1,U2]

(
Σ̂r,r 0r,n−r

0m−r 0m−r,n−r

)(
V
>
1

V
>
2

)
= U1Σr,r V

>
1

= σ1u1v
>
1

+ σ2u2v
>
2

+ · · ·+ σr ur v
>
r

Αποκαλύπτεται ότι το µητρώο τάξης r είναι άθροισµα r ανεξάρτητων µητρώων πρώτης τάξης. Λόγω της διάταξης

των σj και της ορθογωνιότητας των uj και vj αποδεικνύεται ότι οι παρακάτω προσεγγίσεις είναι «καλές» (η

ποιότητα αυξάνει καθώς µεγαλώνει το k = 1, ..., r):

A ≈ σ1u1v
>
1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

A ≈ σ1u1v
>
1

+ σk uk v
>
k

Ιδιαίτερα χρήσιµο για να προσεγγίζουµε (συµπιέζουµε) µητρώα και ό,τι αυτά αναπαριστούν.
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Υπολογισµός του SVD

µέσω ιδιοδιασπάσεων

Για µικρά προβλήµατα, αξιοποιούµε τη σχέση του SVD του A µε τις ιδιοτιµές και

ιδιοδιανύσµατα των A
>

A ή και AA
>

.

Αν A = UΣV
> ∈ Rm×n

, τότε,

A
>

A = VΣ>ΣV
>, AA

> = UΣΣ>U
>

καθώς U
>

U = Im,V
>

V = In

εποµένως αν ϑεωρήσουµε ότι m≥ n και ονοµάσουµε µ1, . . . ,µn τις ιδιοτιµές του A
>

A

(τις υπολογίζουµε µε κάποιον τρόπο), τότε

1 σi =
√

µi

2 Τα δεξιά ιδιάζοντα διανύσµατα του A είναι τα ιδιοδιανύσµατα του A
>

A.

3 Ισχύει επίσης ότι τα αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα του A είναι τα ιδιοδιανύσµατα

του A
>

A.

4 Για τις µη µηδενικές ιδιάζουσες τιµές ισχύει ότι

1

σi

Avi = ui

και µπορούµε να υπολογίσουµε τα αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα µε οικονοµικό

τρόπο από τη σχέση.

Προσοχή: Το ϑέµα του υπολογισµού SVD όπως και το αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών είναι πολύ ευρύ. Η

µέθοδος που αναφέραµε είναι κυρίως για χρήση «στο χαρτί».
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Προσέγγιση µειωµένης τάξης µε SVD

Θεώρηµα Eckart & Schmidt

΄Εστω A ∈ Rm×n
τέτοιο ώστε A = UΣV

>
. Τότε το µητρώο τάξης k < min(m,n),

έστω B, που προσεγγίζει το A µε τρόπο ώστε να ελαχιστοποείται η νόρµα

Frobenius ‖A−B‖F είναι το µητρώο

B = U
(k)

Sk(V
(k))>

όπου

U
(k) = [u1, ...,uk ],

V
(k) = [v1, ...,vk ],

S
(k) = diag(σ1, . . . ,σk)

Τότε

‖A−B‖2

F
= σ

2

k+1
+ · · ·+ σ

2

r
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Παράδειγµα προσέγγισης

Η παρακάτω εικόνα κωδικοποιείται µε µητρώο X ∈ R804×1072
του οποίου

µπορούµε να υπολογίσουµε το SVD.
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Προσεγγίσεις U
(k)

Sk (V
(k))> για k = 1,10,100. Το πρώτο σχήµα δείχνει τη διακύµανση των 804 ιδιαζουσών

τιµών.
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Αντιστροφή µε SVD και η έννοια του ψευδοαντιστρόφου

΄Οταν το A είναι τετραγωνικό και αντιστρέψιµο

A
−1 = (UΣV

>)−1 = (V
>)−1Σ−1

U
−1

= VΣ−1
U
>

=
1

σ1

v1u
>
1

+
1

σ2

v2u
>
2

+ · · ·+ 1

σn

vnu
>
n

Μπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια του αντιστρόφου ;

Αν το A δεν είναι

αντιστρέψιµο, τότε ϑα είναι µειωµένης τάξης, δηλ. r < n. Εποµένως στις

παραπάνω εκφράσεις, ϑα υπάρξει αστοχία τους µηδενικούς όρους σr+1, ...,σn

του Σ̂:

Σ−1 =



1

σ1

. . .

1

σr

?
. . .
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Αντιστροφή µε SVD και η έννοια του ψευδοαντιστρόφου

΄Οταν το A είναι τετραγωνικό και αντιστρέψιµο

A
−1 = (UΣV

>)−1 = (V
>)−1Σ−1

U
−1

= VΣ−1
U
>

=
1

σ1

v1u
>
1

+
1

σ2

v2u
>
2

+ · · ·+ 1

σn

vnu
>
n

Μπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια του αντιστρόφου ; Αν το A δεν είναι

αντιστρέψιµο, τότε ϑα είναι µειωµένης τάξης, δηλ. r < n. Εποµένως στις

παραπάνω εκφράσεις, ϑα υπάρξει αστοχία τους µηδενικούς όρους σr+1, ...,σn

του Σ̂:

Σ−1 =



1

σ1

. . .

1

σr

?
. . .
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Ψευδοαντίστροφο µητρώο

Επεκτείνουµε τον ορισµό του αντιστρόφου για το Σ̂ ϑέτοντας (προσέξτε το διαφορετικό σύµβολο-υπερδείκτη):

Σ† =



1

σ1

. . .

1

σr

0

. . .


Τότε A

† = 1

σ1

v1u
>
1

+ 1

σ2

v2u
>
2

+ · · ·+ 1

σr

vr u
>
r
, άρα

A
† = VΣ†

U
>

Το A
†

ονοµάζεται ψευδοαντίστροφο του A. ΄Οπως ορίστηκε, το ψευδοοαντίστροφο

µητρώο είναι µοναδικό για οποιοδήποτε µητρώο A ∈ Rm×n
.
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Επιλεγµένες ιδιότητες ψευδοαντιστρόφου

AA
†
A = A, A

†
AA

† = A
†

(AA
†)> = AA

†
και (A

†
A)> = A

†
A.

αν A είναι πλήρους τάξης στηλών, A
† = (A

>
A)−1

A
>

.

.... και A
†
A = I (αριστερό αντίστροφο).

αν είναι πλήρους τάξης γραµµών, A
† = A

>(AA
>)−1

,

... και AA
† = I (δεξιό αντίστροφο).

Η επίλυση ελαχίστων τετραγώνων του Ax = b είναι xLS = A
†
b.
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Παράδειγµα

Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του

A =

(
1

−1

2

)
(2 1 1) =

(
2 1 1

−2 −1 −1

4 2 2

)

Προσέξτε ότι A = ab
>

οπότε σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0.

A = ‖a‖2‖b‖2uv
>, όπου u1 =

a

‖a‖2

,v1 =
b

‖b‖2

εποµένως ‖u1‖2 = ‖v1‖2 = 1. (Στην περίπτωσή µας, ‖a‖2 = ‖b‖2 =
√

6).

Εποµένως ισχύει ότι η SVD του

A = (‖a‖2‖b‖2)︸ ︷︷ ︸
σ1

u1v
>
1
.

΄Αρα

A
† =

1

6
v1u
>
1

=
1

6

b

‖b‖2

a
>

‖a‖2

=
1

36
ba
> =

1

36

(
2 −2 4

1 −1 2

1 −1 2

)
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Παράδειγµα

Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του

A =

(
1

−1

2

)
(2 1 1) =

(
2 1 1

−2 −1 −1

4 2 2

)

Προσέξτε ότι A = ab
>

οπότε σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0.

A = ‖a‖2‖b‖2uv
>, όπου u1 =

a

‖a‖2

,v1 =
b

‖b‖2

εποµένως ‖u1‖2 = ‖v1‖2 = 1. (Στην περίπτωσή µας, ‖a‖2 = ‖b‖2 =
√

6).

Εποµένως ισχύει ότι η SVD του

A = (‖a‖2‖b‖2)︸ ︷︷ ︸
σ1

u1v
>
1
.

΄Αρα

A
† =

1

6
v1u
>
1

=
1

6

b

‖b‖2

a
>

‖a‖2

=
1

36
ba
> =

1

36

(
2 −2 4

1 −1 2

1 −1 2

)
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Παράδειγµα

Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του

A =

(
1 1

−1 −1

0 0

)
=

(
1

−1

0

)
(1 1)

΄Οπως και πριν : A = ab
>

οπότε σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0.

A = ‖a‖2‖b‖2uv
>, όπου u1 =

a

‖a‖2

,v1 =
b

‖b‖2

εποµένως ‖u1‖2 = ‖v1‖2 = 1. (Στην περίπτωσή µας, ‖a‖2 = ‖b‖2 =
√

2).

Εποµένως ισχύει ότι η SVD του

A = (‖a‖2‖b‖2)︸ ︷︷ ︸
σ1

u1v
>
1
.

΄Αρα

A
† =

1

2
v1u
>
1

=
1

2

b

‖b‖2

a
>

‖a‖2

=
1

4
ba
> =

(
1

4
− 1

4
0

1

4
− 1

4
0

)
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Ψευδοαντίστροφο
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