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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση I

Υπενθύµιση της 9ης δ.

Εσωτερικό γινόµενο, νόρµα και ελάχιστα τετράγωνα σε διανυσµατικούς

χώρους συναρτήσεων.

Gram-Schmidt σε χώρους πολυωνύµων και ϐέλτιστη προσέγγιση.

συναρτήσεων.

Gram-Schmidt σε χώρους πολυωνύµων και ϐέλτιστη προσέγγιση.

συναρτήσεων.

Ενδιαφέρουσες ϐαθµωτές συναρτήσεις µητρώων : ΄Ιχνος και Ορίζουσα

αξιωµατικός ορισµός ορίζουσας

τρόποι υπολογισµού ορίζουσας

ιδιότητες ορίζουσας

επίλυση συστήµατος και αντιστροφή µητρώου µέσω οριζουσών.

τύπος Sylvester

επίλυση συστήµατος και αντιστροφή µητρώου µέσω οριζουσών.
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΄Εννοιες, λέξεις κλειδιά, υπενθύµιση II

Σήµερα ϑα συζητήσουµε (όροι 10ης δ.):

Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα : Τι, γιατί, ορισµοί.

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο.

Θεώρηµα Cayley-Hamilton και εφαρµογές.

Συνοδευτικό µητρώο πολυωνύµου.

∆εξιά και αριστερά ιδιοδιανύσµατα.

Κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα.

Υπολογισµός ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων.

Ελλειµµατικές ιδιοτιµές και µητρώα.

∆ιαγωνιοποίηση και διαγωνιοποιήσιµα µητρώα.

Φασµατικό ανάπτυγµα µητρώου.

Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα δυνάµεων µητρώου και πολυωνύµων µητρώου.

Απόδειξη του Θ Cayley-Hamilton.

Υπολογισµός ιδιοδιανυσµάτων και ιδιοτιµών : η µέθοδος δύναµης.
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Υπό συζήτηση ενότητες
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Αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών

Στις επόµενες διαλέξεις επικεντρωνόµαστε στο εξής πρόβληµα :

∆οθέντος A ∈ Rn×n
ή A ∈ Cn×n

να ϐρεθούν τα Ϲεύγη λ ∈ C,x ∈ Cn
τέτοια

ώστε

Ax = λx.

ή αντίστοιχα,

∆οθέντος A ∈ Rn×n
ή A ∈ Cn×n

να ϐρεθούν τα Ϲεύγη λ ∈ C,y ∈ Cn
τέτοια

ώστε

y
∗
A = λy

∗.

όπου y
∗ = ȳ

>
και µε ȳ συµβολίζεται το διάνυσµα µε τιµές τις συζυγείς του y .

Αν y ∈ Rn
τότε y

∗ = y
>

.
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Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα I

Ορισµός

΄Εστω ότι A ∈ Cn×n
. Τότε κάθε µιγαδικός αριθµός λ για τον οποίο το µητρώο

(λI−A) είναι µη αντιστρέψιµο ονοµάζεται ιδιοτιµή του A.

΄Επεται ότι η διάσταση του µηδενόχωρου dim null(λI−A)≥ 1. Κάθε

διάνυσµά x ∈ null(λI−A) ονοµάζεται (δεξιό) ιδιοδιάνυσµα του A (για την

ιδιοτιµή λ).

΄Επεται ότι η διάσταση του µηδενόχωρου dim null(λI−A)∗ ≥ 1. Κάθε

διάνυσµά y ∈ null(λI−A)∗ ονοµάζεται (αριστερό) ιδιοδιάνυσµα του A

(για την ιδιοτιµή λ), οπότε y
∗
A = λy

∗
.

Οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα ενός µητρώου αναδεικνύουν πολλά σηµα-

ντικά Ϲητήµατα για ένα µητρώο και για τους διανυσµατικούς (υπο)χώρους που

συνδέονται µε αυτό και χρησιµοποιούνται πολύ στις εφαρµογές.
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Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα II

Ερωτήµατα :

Υπάρχουν ιδιοτιµές ; Πόσες υπάρχουν ;

Υπάρχουν ιδιοδιανύσµατα ; Πόσα ιδιοδιανύσµατα (ή καλύτερα, ποιές είναι

οι διαστάσεις των αντίστοιχων µηδενοχώρων ;)

Πού και πώς εντοπίζονται (ιδιοδιανύσµατα, ιδιοτιµές); Πώς υπολογίζονται ;

Τι χαρακτηριστικά έχουν και γιατί µας ενδιαφέρουν ;

Το µηδέν ΜΠΟΡΕΙ να είναι ιδιοτιµή, το µηδενικό διάνυσµα ∆ΕΝ ϑεωρείται ιδιο-

διάνυσµα.
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Τι λέει και τι γράφει ο κόσµος για τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα ;
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Παράδειγµα

Από το A =

(
−3 2

−12 7

)
κατασκευάζουµε το παραµετροποιηµένο

A(λ) = λI−A =

(
λ+ 3 −2

12 λ−7

)
Οι ιδιοτιµές του A είναι όλες εκείνες οι τιµές λ (ενδεχοµένως µιγαδικές) για τις οποίες το A(λ)
δεν είναι αντιστρέψιµο. Στην περίπτωσή µας, µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι τα A(1),A(3) δεν

είναι αντιστρέψιµα. Επίσης

A(1)u1 = 0,A(3)u2 = 0

και λύνοντας τα αντίστοιχα οµογενή συστήµατα προκύπτει ότι (ειδικές) λύσεις τους είναι οι

u1 = (1,2)> και u2 = (1,3)>. Προφανώς ισχύει ότι null(A(1)) = span{u1} και

null(A(3)) = span{u2}. Εποµένως, ως ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή 1 µπορούµε να

επιλέξουµε οποιοδήποτε διάνυσµα του null(A(1)). Συνήθως, επιλέγουµε διανύσµατα που έχουν

κανονικοποιηθεί µε κάποιον τρόπο, π.χ. τέτοια ώστε ‖u1‖2 = ‖u2‖2 = 1.

Προσοχή: Το παραπάνω παράδειγµα δεν εξηγεί µε ποιόν τρόπο επιλέξαµε τα A(1) και A(3). Ούτε

γιατί αυτά είναι τα µόνα δύο µη αντιστρέψιµα µητρώα του τύπου λI−A. Ο σχεδιασµός

συστηµατικών µεθόδων αναζήτησης και υπολογισµού τους είναι ένα από τα ϐασικά Ϲητούµενα όχι

µόνον αυτού του κεφαλαίου, αλλά και πολλών ϐιβλίων και της σηµερινής έρευνας.
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΄Ενα χαρακτηριστικό πολυώνυµο για κάθε µητρώο

Χαρακτηριστικά πολυώνυµα και ιδιοτιµές

Οι πληροφορίες που ϑέλουµε εξάγονται από ένα ειδικό πολυώνυµο που υπο-

λογίζεται από την ορίζουσα det(λI−A) ως προς τη µεταβλητή λ.

Εξετάζουµε το det(λI−A):

Αν

λI−A =

(
λ−α11 −α12

−α21 λ−α22

)
det(λI−A) = (−α11 + λ)(−α22 + λ)−α21α12

= λ
2− (α11 + α22)λ + α11α22−α21α12

Το det(A−λI) είναι πολυώνυµο 2ου ϐαθµού ως προς λ.

Προσέξτε τους συντελεστές των 2 µεγαλύτερων δυνάµεων λ2,λ και

τη σταθερά :

γ2 = 1,

γ1 = −(α11 + α22)
γ0 = α11α22−α21α12
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Ορισµοί µε ορίζουσες

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο και ιδιοτιµές

Χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός µητρώου A ∈ Rn×n
, ονοµάζεται το πολυώνυµο

ϐαθµού n µε το οποίο ισούται η ορίζουσα

p(λ) = det(λI−A) ή «ισοδύναµα»

p̂(λ) = det(A−λI) = (−1)n
p(λ).

Αν γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

ισχύει ότι γn−1 =−trace(A), γ0 = (−1)ndet(A)

προσέξτε ότι αν το µέγεθος του µητρώου είναι περιττό, οι συντελεστές των p και p̂

έχουν διαφορετικό πρόσηµο.

Οι ϱίζες του χ.π. ονοµάζονται Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ (του µητρώου).

Το πολυώνυµο έχει n ϱίζες και άρα n ιδιοτιµές. Μερικές ή όλες µπορεί να είναι

µεταξύ τους ίσες (πολλαπλές). Το σύνολο των ιδιοτιµών λέγεται ϕάσµα του A.
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p(λ) = det(λI−A) ή «ισοδύναµα»

p̂(λ) = det(A−λI) = (−1)n
p(λ).

Αν γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

ισχύει ότι γn−1 =−trace(A), γ0 = (−1)ndet(A)

προσέξτε ότι αν το µέγεθος του µητρώου είναι περιττό, οι συντελεστές των p και p̂

έχουν διαφορετικό πρόσηµο.

Οι ϱίζες του χ.π. ονοµάζονται Ι∆ΙΟΤΙΜΕΣ (του µητρώου).

Το πολυώνυµο έχει n ϱίζες και άρα n ιδιοτιµές. Μερικές ή όλες µπορεί να είναι

µεταξύ τους ίσες (πολλαπλές). Το σύνολο των ιδιοτιµών λέγεται ϕάσµα του A.
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Μια κρίσιµη ιδιότητα του Χ.Π. - αφετηρία της ϑεωρίας

µητρώων [Cayley’1858]

΄Εστω ότι A ∈ R2×2
, οπότε

det(λI−A) = λ
2− (α11 + α22)λ + α11α22−α21α12.

Αντικαθιστούµε το λ µε το A:

p(A) = A
2− (α11 + α22)A + (α11α22−α21α12)I

=

(
α2

11
+ α12α21 α11α12 + α12α22

α21α11 + α22α21 α21α12 + α2

22

)
− (α11 + α22)

(
α11 α12

α21 α22

)
+

(
(α11α22−α21α12) 0

0 (α11α22−α21α12)

)
=

(
0 0

0 0

)

Φαίνεται ότι p(A) = 0. Αυτή η ιδιότητα ισχύει για οποιοδήποτε τετραγωνικό

µητρώο, A ∈ Cn×n
.
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Θεώρηµα Cayley-Hamilton

΄Εστω το χαρακτηριστικό πολυώνυµο p(λ) = det(λI−A). Τότε

p(A) = 0n×n .
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ΠΡΟΣΟΧΗ

Η det είναι συνάρτηση όλων των στοιχείων του µητρώου, π.χ. για n = 2, όλων των

α11−λ,α12,α21,α22−λ

Εποµένως ∆ΕΝ µπορούµε να πούµε ότι p(A) = det(A−AI)det(0) = 0.

∆είτε την Wikipedia για µερικές αποδείξεις του ϑεωρήµατος (υπάρχουν πολλές !)

Θα έχουµε την ευκαιρία να τη συζητήσουµε σε επόµενη διάλεξη ....
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Μια (ακόµα) ιδιοµορφία των µητρώων

... επιπλέον των AB 6= BA, AB = 0 ακόµα και αν A 6= 0,B 6= 0, ..... που έπεται από το

ϑεώρηµα Cayley-Hamilton:

Για τις δυνάµεις A
n =−γn−1A

n−1− γn−2A
n−2−·· ·+ γ1A + γ0I.

∆ηλ. για κάθε µητρώο A ∈ Rn×n
, οι δυνάµεις µεγαλύτερες από n−

1 µπορούν να γραφτούν ως γραµµικός συνδυασµός χαµηλοτέρων

δυνάµεων !

Για το αντίστροφο (αν υπάρχει)

0 = A
n + γn−1A

n−1 + · · ·+ γ1A + γ0I

= A
−1
(
A

n + γn−1A
n−1 + · · ·+ γ1A + γ0I

)
εποµένως

A
−1 = − 1

γ0

(
A

n−1 + γn−1A
n−2 + · · ·+ γ1I

)
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Ιδιοτιµές χωρίς ορίζουσες (κατά S. Axler)

Για κάθε A ∈Cn×n
, ορίζεται ως ιδιοτιµή κάθε ϐαθµωτός λ για τον οποίο το µητρώο A−λI δεν είναι

αντιστρέψιµο και ιδιοχώρος του A που αντιστοιχεί στο λ ο µηδενόχωρος του A−λI. Θα δείξουµε

ότι υπάρχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή.

∆ίνεται A ∈ Rn×n
και µη µηδενικό x ∈ Rn

. Τότε τα n+ 1 διανύσµατα

x,Ax,A2
x, ....,An

x

είναι οπωσδήποτε γραµµικά εξαρτηµένα (γιατί;).

Εποµένως υπάρχουν συντελεστές γ0, · · · ,γn όχι όλοι µηδέν τέτοιοι ώστε

0 = γ0x + γ1Ax + · · ·γnA
n
x = p(A)x

∆εν γνωρίζουµε ακριβώς το ϐαθµό του πολυωνύµου ! Μπορεί να είναι µικρότερος του n.

Αφού p(A)x = 0 και x 6= 0, το µητρώο p(A) δεν είναι αντιστρέψιµο.

Αντικαθιστώντας το A µε ϐαθµωτή µεταβλητή ζ, p(ζ) = 0, και έστω ότι degp = m≤ n και ότι

οι ϱίζες του είναι ρ1, ...,ρm ∈ C. Τότε

p(z) = γ(ζ−ρ1)(ζ−ρ2)(ζ−ρm).

όπου γ είναι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου.

΄Επεται ότι ένας τουλάχιστον από τους παράγοντες του

p(A) = γ(A−ρ1I)(A−ρ2I),(A−ρm I)

δεν είναι αντιστρέψιµος. Αν είναι ο παράγοντας A−ρj I, το ρj ϑα είναι ιδιοτιµή.
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Ανακεφαλαίωση

Βασικός ορισµός

Για ένα µητρώο A ∈ Rn×n
και µεταβλητή λ, η ορίζουσα p(λ) = det(λI−A) είναι

πολυώνυµο ϐαθµού n. Λέγεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο και αν το γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

τότε γn−1 =−trace(A) και γ0 = (−1)ndet(A).

Προσοχή:

Το πολυώνυµο έχει ακριβώς n ϱίζες λ1, · · ·λn ∈ Cn
που αποκαλούµε

ιδιοτιµές του A.

Για κάθε ιδιοτιµή, λ, ο µηδενόχωρος null(λI−A) λέγεται ιδιόχωρος και

έχει διάσταση τουλάχιστον 1. Κάθε διάνυσµα ϐάσης του χώρου ονοµάζεται

ιδιοδιάνυσµα.

Ισχύει ότι p(A) = 0 (θεώρηµα Cayley-Hamilton).

τα ιδιοζεύγη (ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα) µητρώων παίζουν πολύ

σηµαντικό ϱόλο σε πληθώρα εφαρµογών.
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Πολλαπλασιασµός µε ϐαθµωτό

΄Εστω ότι Ax = λx και έστω ϐαθµωτός γ 6= 0. Τότε

γ(Ax) = γ(λx).

∆ύο ερµηνείες :

(γA)x = (γλ)x : αν πολλαπλασιάσουµε το µητρώο µε ϐαθµωτό, το ιδιοδιάνυσµα

παραµένει αµετάβλητο και η ιδιοτιµή πολλαπλασιάζεται µε το

ϐαθµωτό.

A(γx) = λ(γx): αν πολλαπλασιάσουµε το ιδιοδιάνυσµα µε ϐαθµωτό, έχουµε

πάλι ιδιοδιάνυσµα και η ιδιοτιµή παραµένει αµετάβλητη.

Εποµένως, όλα τα διανύσµατα συγγραµικά µε το ιδιοδιάνυσµα είναι και αυτά

ιδιοδιανύσµατα. Συνήθως κανονικοποιούµε ώστε να λαµβάνουµε ως

¨εκπρόσωπο της κατεύθυνσης¨ το διάνυσµα που έχει µήκος 1.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές). Η ΤΕΤΡΙΜΜΕΝΗ ΛΥΣΗ

x = 0 ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑ

.
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.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών
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.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. ∆απανηρή και αριθµητικά

προβληµατική για µεγάλα προβλήµατα.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές).

Για κάθε ιδιοτιµή λj , συνήθως ενδιαφέρει ένα σύνολο από γραµµικά ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα που είναι ϐάση για το null(λj I−A). Αυτά είναι ειδικές λύσεις

του (λj I−A)x = 0. Συνήθως τα διανύσµατα επιλέγονται κανονικοποιηµένα.

.
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. ∆απανηρή και αριθµητικά

προβληµατική για µεγάλα προβλήµατα.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές). Αν n≥ 5 τότε δεν

υπάρχει αναλυτικός τύπος υπολογισµού των ϱιζών και πρέπει να

χρησιµοποιηθεί (επαναληπτικός) αλγόριθµος προσέγγισης ϱιζών

πολυωνύµου
1

.

3 Για κάθε ιδιοτιµή, επίλυση του (A−λI)x = 0 και επιλογή των

ιδιοδιανυσµάτων (ανεύρεση των ειδικών λύσεων).

.

1
Η αδυναµία αυτή αποτελεί ένα ϐασικό εύρηµα των Μαθηµατικών του 19ου αιώνα (Abel,

Rufffini, και Galois)
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. ∆απανηρή και αριθµητικά

προβληµατική για µεγάλα προβλήµατα.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές). Αν n≥ 5 τότε δεν

υπάρχει αναλυτικός τύπος υπολογισµού των ϱιζών και πρέπει να

χρησιµοποιηθεί (επαναληπτικός) αλγόριθµος προσέγγισης ϱιζών

πολυωνύµου
1

.

3 Για κάθε ιδιοτιµή, επίλυση του (A−λI)x = 0 και επιλογή των

ιδιοδιανυσµάτων (ανεύρεση των ειδικών λύσεων).

.

1
Η αδυναµία αυτή αποτελεί ένα ϐασικό εύρηµα των Μαθηµατικών του 19ου αιώνα (Abel,

Rufffini, και Galois)
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Σχετικά µε την επίλυση του Αλγεβρικού Προβλήµατος Ιδιοτιµών

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (που είναι οι ιδιοτιµές).

Τα παραπάνω είναι µόνο για µικρά προβλήµατα και δεν χρησιµοποιείται : Στην

πράξη (π.χ. στη MATLAB) χρησιµοποιούνται ειδικοί αλγόριθµοι (συνάρτηση eig)

για την εύρεση των ιδιοτιµών (πχ. αλγόριθµος QR. Μάλιστα, το χ.π. υπολογίζεται

µετά από κλήση στην eig για τον υπολογισµό των ιδιοτιµών και µε υπολογισµό

των συντελεστών της δυναµοµορφής από την παραγοντοποιηµένη µορφή.

∆ηλαδή, η διαδικασία που ακολουθείται έχει την αντίθετη ϕορά από αυτήν που

χρησιµοποιούµε εδώ
1

.

1
Η αριθµητική επίλυση του ΑΠΙ είναι ένα σηµαντικό επιστηµονικό αντικείµενο των περιοχών της

Υπολογιστικής Γραµµικής ΄Αλγεβρας και της Αριθµητικής Ανάλυσης.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

A =

(
1 2

0 1

)
,

p(λ) = (λ−1)2
, Λ(A) = {1},

λ1 = 1,µ1 = 2.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

A =

(
1 2

0 1

)
,

p(λ) = (λ−1)2
, Λ(A) = {1},

λ1 = 1,µ1 = 2.

A =

1 2 3

0 2 1

0 0 2

 ,

p(λ) = (λ−1)(λ−2)2
,

Λ(A) = {1,2}, λ1 = 1,µ1 = 1,

λ2 = 2,µ2 = 2.
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Παραδείγµατα

A =

(
2 1

1 2

)
,

p(λ) = (λ−1)(λ−3), Λ(A) = {1,3},

λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

A =


4 2 i 0 −2 i
2 i 4 −2 i 0

0 −2 i 4 2 i
−2 i 0 2 i 4


p(λ) = (λ−4)2(λ−4−4i)(λ−4 + 4i),

Λ(A) = {2,4 + 4i,4−4i}, λ1 = 4,µ1 = 2,

λ2 = 4 + 4i,µ2 = 1, λ3 = 4−4i,µ3 = 1.

A =

(
1 2

0 1

)
,

p(λ) = (λ−1)2
, Λ(A) = {1},

λ1 = 1,µ1 = 2.

A =

1 2 3

0 2 1

0 0 2

 ,

p(λ) = (λ−1)(λ−2)2
,

Λ(A) = {1,2}, λ1 = 1,µ1 = 1,

λ2 = 2,µ2 = 2.
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Παραδείγµατα

Συµβολισµοί: για κάθε διακριτή ιδιοτιµή λj , η πολλαπλότητά της συµβολίζεται µε µj .

A =


2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2



p(λ) = λ
4−8λ

3 + 16λ
2 = λ

2(λ−4)2

εποµένως

λ1 = 0,µ1 = 2,λ2 = 4,µ2 = 2.

και

Λ(A) = {0,4}
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Συνοδευτικό µητρώο

Από τα πολυώνυµα στα µητρώα

Το p(z) = α0 + α1λ + · · ·+ αn−1λ
n−1 + λ

n
είναι το χ.π. των

A =


0 0 · · · 0 −α0

1 0 · · · 0 −α1

0 1 0 · · · −α2

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.

0 0 · · · 1 −αn−1

 καθώς και του A
>.

Ορισµός και χρήση

Το A ονοµάζεται συνοδευτικό µητρώο (companion matrix) του πολυωνύµου p.

(υπολ. ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού n) ≡ ( υπολ. ιδιοτιµών συνοδευτικού µητρώου )

Επαληθεύστε ότι

1 ότι κάθε ϱίζα ζ του p είναι ιδιοτιµή του A

2 ... µε αντίστοιχο αριστερό ιδιοδιάνυσµα το (1,ζ,ζ2, . . . ,ζn−1).

(CEID ∆ιάλεξη 10 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 8 Μαΐου 2018 27 / 59



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Παραδείγµατα

p(λ) = λ2 + 2λ + 1 και

A =

(
0 −1

1 −2

)
⇒ det(λI−A) = λ(λ + 2) + 1 = λ

2 + 2λ + 1

p(λ) = λ3 + 3λ2 + 2λ + 1 και

A =

0 0 −1

1 0 −2

0 1 −3

⇒ det(λI−A) = λ(λ(λ + 3) + 2) + 1 = λ
3 + 3λ

2 + 2λ + 1
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Ιδιοδιανύσµατα

A =

(
2 1

1 2

)
, Βρήκαµε ότι λ1 = 1,µ1 = 1, λ2 = 3,µ2 = 1.

Θέτουµε A(1) =

(
−1 −1

−1 −1

)
και επιλύουµε A(1)x = 0:

Η τάξη rank(A(1)) = 1, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(1) είναι το

(
−1

1

)
Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε

ιδιοδιάνυσµα για το λ1: x1 = 1√
2

(
−1

1

)
Θέτουµε A(3) =

(
1 −1

−1 1

)
και επιλύουµε A(3)x = 0: Η τάξη rank(A(3)) = 1,

και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο µηδενοχώρου για το A(3) είναι

το

(
1

1

)
Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε ιδιοδιάνυσµα για το λ2: x2 = 1√

2

(
1

1

)
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Παρατηρήσεις I

Αν πολλαπλασιάσουµε A(x1,x2) = (λ1x1,λ2x2)(
2 1

1 2

)(− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)
=

(
− 1√

2
3

1√
2

1√
2

3
1√
2

)

=

(
− 1√

2

1√
2

1√
2

1√
2

)(
1 0

0 3

)
∆είτε ότι αν X = (x1,x2) και fl = diag(λ1,λ2), τότε

AX = XΛ

Το X είναι αντιστρέψιµο γιατί οι ιδιοτιµές είναι διαφορετικές (ϐλ. επόµενες διαφάνειες. )

Είναι επίσης ορθογώνιο (λόγω συµµετρίας του A, ϑα το δούµε και αυτό

αργότερα).
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Παρατηρήσεις II

Ισχύει εποµένως ότι(
− 1√

2

1√
2

1√
2

1√
2

)(
2 1

1 2

)(− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)
=

(
1 0

0 3

)
∆ηλαδή

X
−1

AX = X
>

AX = Λ.

Προσοχή

Ο µετασχηµατισµός A→ X
−1

AX λέγεται µετασχηµατισµός οµοιότητας του A µε το X .

΄Οταν το X είναι ορθογώνιο, όπως εδώ, χαρακτηρίζεται ως ορθογώνιος

µετασχηµατισµός οµοιότητας. Στην περίπτωση που εξετάζουµε, η εφαρµογή του

µετασχηµατισµού, µετατρέπει το A σε διαγώνιο µητρώο, που περιέχει τις ιδιοτιµές. Λέµε

ότι το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο. ΄Ενα µητρώο µε n γραµµικά ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα διαγωνιοποιείται µε το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων του.
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Ιδιοδιανύσµατα I

Στη συνέχεια συµβολίζουµε A(λ) = λI−A.

A =


2 0 2 0

0 2 0 2

2 0 2 0

0 2 0 2

 , Βρήκαµε ότι λ1 = 0,µ1 = 2, λ2 = 4,µ2 = 2.

Θέτουµε A(0) =−A και επιλύουµε −Ax = 0:

Η τάξη rank(A(0)) = 2, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(0) είναι το


−1 0

0 −1

1 0

0 1

 Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε

ιδιοδιανύσµατα για το λ1 = 0: x1 = 1√
2


−1

0

1

0

, x2 = 1√
2


0

−1

0

1


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Ιδιοδιανύσµατα II

Θέτουµε A(4) = 4I−A και επιλύουµε (4I−A)x = 0:

Η τάξη rank(A(4)) = 2, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(4) είναι το


1 0

0 1

1 0

0 1



Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε ιδιοδιανύσµατα για το λ2 = 4: x3 = 1√
2


1

0

1

0

,

x4 = 1√
2


0

1

0

1


Παρατηρήστε ότι τα ιδιοδιανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους.
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Ιδιοδιανύσµατα III

Για το A =

(
1 2

0 1

)
. ϐρήκαµε ότι Λ(A) = {1}, λ1 = 1,µ1 = 2.

Θέτουµε A(1) =

(
−1 −1

−1 −1

)
και επιλύουµε A(1)x = 0:

Η τάξη rank(A(1)) = 1, εποµένως η διάσταση του null(A(1)) = 1.
Παρατηρούµε ότι null(A(1)) < µ1.

Από τις ειδικές λύσεις ϐρίσκουµε ότι το µητρώο µηδενοχώρου για το A(1) είναι

το

(
1

0

)
Κανονικοποιούµε, οπότε το ιδιοδιάνυσµα για το λ1 είναι x1 = 1√

2

(
1

0

)
Προσοχή: ΄Ολα τα ιδιοδιανύσµατα του A για το λ1 = 1 είναι πολλαπλάσια του x1.

∆εν υπάρχουν άλλα ! Εφόσον η µόνη διακριτή ιδιοτιµή είναι το λ1 = 1, αυτό είναι

το µοναδικό ιδιοδιάνυσµα του A.
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Γραµµική ανεξαρτησία ιδιοδιανυσµάτων

Πρόταση

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι γραµµικά

ανεξάρτητα.

Απόδειξη
2

΄Εστω ότι Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2 όπου λ1 6= λ2. Τότε αν υπάρχουν µη µηδενικά γ1,γ2 τ.ώ.

0 = γ1x1 + γ2x2 = γ1Ax1 + γ2Ax2 = γ1λ1x1 + γ2λ2x2.

Ισχύει επίσης ότι 0 = λ2(γ1x1 + γ2x2) = λ2γ1x1 + λ2γ2x2 εποµένως

γ1λ1x1 +���γ2λ2x2 = λ2γ1x1 +���λ2γ2x2

δηλ. 0 = γ1λ1x1−λ2γ1x1 εποµένως λ1 = λ2, άρα άτοπο.

Πόρισµα

Αν ένα µητρώο A ∈ Cn×n
έχει n διαφορετικές ιδιοτιµές, τότε ϑα έχει n γραµµικά

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα. Κατά συνέπεια, τότε τα ιδιοδιανύσµατα παρέχουν

µία ϐάση (ιδιοβάση) µε πολλές ευχάριστες ιδιότητες.

2
∆είτε την πλήρη απόδειξη στο ϐιβλίο του Strang:
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∆ιαγωνιοποίηση µητρώου I

΄Εστω ότι γνωρίζουµε n ιδιοζεύγη (λj ,xj) του A ∈ Cn×n
. Τότε

Ax1 = λ1x1,Ax2 = λ2x2, ...,Axn = λnxn

Συλλέγουµε και διατυπώνουµε µε µητρώα :

A[x1,x2, ...,xn] = [x1....,xn]


λ1

λ2

. . .

λn

 ,

Εποµένως

AX = XΛ,

όπου Λ = diag([λ1, ...,λn]) και X = [x1....,xn].
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∆ιαγωνιοποίηση µητρώου II

ΠΡΟΣΕΞΤΕ Αν το X είναι αντιστρέψιµο,

X
−1

AX = Λ,

δηλ. χρησιµοποιώντας τα µητρώα X (µε στήλες τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα) και

X
−1

(µε στήλες του X
−∗

τα αριστερά ιδιοδιανύσµατα) διαγωνιοποιήσαµε το A.

Κάθε µητρώο για το οποίο υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιο-

διανύσµατα χαρακτηρίζεται ως διαγωνιοποιήσιµο, ειδάλλως λέγε-

ται µη διαγωνιοποιήσιµο.
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Ιδιοδιανύσµατα : ∆εξιά και Αριστερά

Αν A ∈ Cn×n
και λ ∈ Λ(A) τότε

det(λI−A) = 0

Αν συµβολίσουµε µε r την τάξη του λI−A,

r = rank(λI−A)≤ n−1.

Αφού το µητρώο είναι τετραγωνικό, οι διαστάσεις του µηδενόχωρου και του αριστερού

µηδενόχωρου του A−λI είναι ίσες εποµένως

1≤ dim(null(λI−A)) = dim(null(λI−A)∗) = n− r ≤ n−1

Ιδιοδιανύσµατα είναι τα µέλη των µηδενοχώρων αυτών :

δεξιά ιδιοδιανύσµατα για την ιδιοτιµή λ είναι τα διανύσµατα x ∈ null(λI−A) δηλ. τ.ώ.

Ax = λx .

αριστερά ιδιοδιανύσµατα για την ιδιοτιµή λ είναι τα διανύσµατα y ∈ null(λI−A)∗, δηλ.

τ.ώ. y
∗
A = λy

∗
.
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Ανάπτυγµα µητρώου συναρτήσει ιδιοτιµών και

ιδιοδιανυσµάτων

Αν το µητρώο A διαθέτει n γ.α. ιδιοδιοδιανύσµατα, τότε A = XΛX
−1

όπου Λ το διαγώνιο

µητρώο των ιδιοτιµών και X το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων.

Θυµηθείτε τη γραφή γινοµένου µητρώων ως άθροισµα µητρώων πρώτης τάξης (στήλη

του 1ου επί γραµµή του 2ου).

Θέτουµε για ευκολία Y = (X
−1)∗, δηλ. Y είναι το συζυγές αντίστροφο του X , τότε

µπορούµε να γράψουµε το A µε ϐάση το ϕασµατικό ανάπτυγµα.

A = XΛY
∗

= λ1x1y
∗
1

+ λ2x2y
∗
2

+ · · ·+ λnxny
∗
n
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Ιδιόχωροι και γεωµετρική πολλαπλότητα ιδιοτιµής

Για κάθε διαφορετική ιδιοτιµή λj :

ο µηδενόχωρος null(λj I−A) λέγεται ιδιόχωρος της ιδιοτιµής λj .

Η διάσταση του ιδιόχωρου λέγεται γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής

λj .

Για κάθε ιδιοτιµή 1≤ γεωµ. πολλ/τα(λj)≤ αλγεβρ. πολλ/τα.(λj)

Κάθε ιδιοτιµή για την οποία

1 < αλγεβρ. πολλ/τα. = αλγεβρ. πολλ/τα.

αποκαλείται ηµιαπλή.

Αν κάποια ιδιοτιµή έχει γεωµετρική πολλαπλότητα µικρότερη της

αλγεβρικής, δηλ.

1≤ γεωµ. πολλ/τα(λj) < αλγεβρ. πολλ/τα.(λj)

χαρακτηρίζεται ως ελλειµµατική
3

. Αν υπάρχει έστω και µια ελλειµµατική, το

µητρώο λέγεται ελλειµµατικό.

Τα ελλειµµατικά µητρώα είναι µη διαγωνιοποιήσιµα.

3
defective
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αλγ. πολλ. γεω. πολλ. ΑΠ-ΓΠ ιδιοτιµή µητρώο

1 1 0 απλή διαγωνιοποιήσιµο, αν

> 1 > 1 0 ηµιαπλή όλες οι ιδιοτιµές όπως εδώ

> 1 > 1 > 0 ελλειµµατική ελλειµµατικό

(µη διαγωνιοποιήσιµο)

Παραδείγµατα

Για τα παρακάτω τριγωνικά µητρώα (ιδιοτιµές στη διαγώνιο)

A =

(
1 2 3

0 2 2

0 0 3

)
,B =

(
1 0 1

0 1 2

0 0 1

)
,C =

(
1 1 0

0 1 1

0 0 1

)
,D =

(
1 1 1

0 1 1

0 0 1

)
,

A διαγωνιοποιήσιµο διακριτές ιδιοτιµές X =

 1
2

√
5

5

7

√
69

69

0

√
5

5

4

√
69

69

0 0
2

√
69

69


B µη διαγωνιοποιήσιµο B =

(
I2 B1:2,2
0 1

)
X =

 1 0 −
√

2

2

0 1 −
√

2

2

0 0 0

, det(X) = 0

C µη διαγωνιοπ. µορφή Jordan

D µη διαγωνιοπ. D =

(
D1:2,1:2 D1:2,2

0 1

)
A1:2,1:2 διαγωνιοποιήσιµο διακριτές ιδιοτιµές
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Περί διαγωνιοποιήσιµων µητρώων

Κάθε µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο ή µη διαγωνιοποιήσιµο (ελλειµµατικό).

Ερώτηµα Πότε είναι ένα µητρώο διαγωνιοποιήσιµο ;

Αν και µόνον αν υπάρχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα.

Για παράδειγµα, όταν υπάρχουν n διαφορετικές ιδιοτιµές.

Προσοχή: Αν υπάρχουν επαναλαµβανόµενες ιδιοτιµές δεν εξασφαλίζεται ούτε η

διαγωνιοποιησιµότητα ούτε η µη διαγωνιοποιησιµότητα. Εξαρτάται από το µητρώο,

εποµένως απαιτείται περισσότερη διερεύνηση.

Προσέξτε ότι αυτή η κατηγοριοποίηση αφορά την ύπαρξη αντιστρέψιµου X ώστε

X
−1

AX να είναι διαγώνιο. Η αντιστρεψιµότητα ή µη του A αφορά µόνον τοA

(προφανώς !)

΄Εστω A(α,β) =

(
α 1

0 β

)
. Τότε

Αν α = 1,β = 2, τότε το A είναι αντιστρέψιµο και διαγωνοποιήσιµο.

Αν α = 1,β = 1, τότε το A είναι αντιστρέψιµο και µη διαγωνοποιήσιµο.

Αν α = 1,β = 0, τότε το A είναι µη αντιστρέψιµο και διαγωνοποιήσιµο.

Αν α = 0,β = 0, τότε το A είναι µη αντιστρέψιµο και µη διαγωνοποιήσιµο.

(Ευτυχώς) στο (τεράστιο) σύνολο των µητρώων, τα µη αντιστρέψιµα µητρώα, όπως

και τα µη διαγωνιοποιήσιµα, είναι ¨λίγα¨: ΄Ενα µητρώο µε τυχαίες τιµές είναι

συνήθως αντιστρέψιµο και διαγωνιοποιήσιµο !
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Πολλαπλές ιδιοτιµές

Σε κάθε απλή ιδιοτιµή (αλγ. πολλ/τας ίσης µε 1) αντιστοιχούν ένα δεξιό και

ένα αριστερό ιδιοδιάνυσµα

Τι γίνεται όταν µια ιδιοτιµή, π.χ. λj , έχει αλγ. πολλ/τα, έστω µj > 1;

Το κρίσιµο ερώτηµα είναι κατά πόσον υπάρχουν µj γραµµικά ανεξάρτητα

ιδιοδιανύσµατα
4

.

Αν για κάθε διακριτή ιδιοτιµή, η διάσταση του αντίστοιχου µηδενόχωρου

είναι ίση µε την αλγεβρική πολλαπλότητά της, τότε υπάρχουν συνολικά n

γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα και το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο.

Κατά συνέπεια, τα ιδιοδιανύσµατα αποτελούν ϐάση για όλον το

διανυσµατικό χώρο (Rn
ή Cn

).

Η ϐάση αυτή (ιδιοβάση) µπορεί να είναι προτιµότερη της τυπικής ϐάσης

{e1, . . . ,en} καθώς ως προς κάθε στοιχείο της ϐάσης αυτής, ο

πολλαπλασιασµός µε το A και άλλες πράξεις γίνονται πολύ εύκολα.

4
Στη συνέχεια ϑα εννοούµε τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα, αλλά το ίδιο ισχύει για τα αριστερά.
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Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα δυνάµεων και πολυωνύµων

µητρώου

Για κάθε A, αν Ax = λx τότε A
k
x = λk

x . Αυτό ϕαίνεται εύκολα, π.χ.

A(Ax) = A(λx) = λAx = λ2
x κ.ο.κ..

οµοίως γA
j
x + δA

k
x = γλj

x + δλk
x

άρα αν οι ιδιοτιµές του A είναι {λ1, ...,λn} τότε οι ιδιοτιµές του πολυωνύµου

q(A) = γsA
s + · · ·+ γ0I, είναι

q(λ1) = γsλ
s

1
+ · · ·+ +γ1λ1 + γ0I

.

.

.

.

.

.

.

.

.

q(λn) = γsλ
s

n
+ · · ·+ γ1λn + γ0I

δηλ. {q(λ1), ....,q(λn)}.

Συµπεράσµατα

Εποµένως αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές του A γνωρίζουµε και τις ιδιοτιµές

οποιουδήποτε πολυωνύµου στο A.

Τα ιδιοδιανύσµατα του q(A) είναι ίδια µε τα ιδιοδιανύσµατα του A.

Τα αποτελέσµατα επεκτείνονται και σε γενικότερες συναρτήσεις µητρώου, π.χ. Αν

X
−1

AX = Λ τότε X
−1

exp(A)X = exp(Λ)
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Ανακεφαλαίωση

Βασικός ορισµός

Για ένα µητρώο A ∈ Rn×n
και µεταβλητή λ, η ορίζουσα p(λ) = det(λI−A) είναι

πολυώνυµο ϐαθµού n. Λέγεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο και αν το γράψουµε

p(λ) = λ
n + γn−1λ

n−1 + · · ·+ γ1λ + γ0

τότε γn−1 =−trace(A) και γ0 = (−1)ndet(A).

Προσοχή:

Το πολυώνυµο έχει ακριβώς n ϱίζες λ1, · · ·λn ∈ Cn
που αποκαλούµε

ιδιοτιµές του A.

Για κάθε ιδιοτιµή, λ, ο µηδενόχωρος null(λI−A) λέγεται ιδιόχωρος και

έχει διάσταση τουλάχιστον 1. Κάθε διάνυσµα ϐάσης του χώρου ονοµάζεται

ιδιοδιάνυσµα.

Ισχύει ότι p(A) = 0 (θεώρηµα Cayley-Hamilton).

τα ιδιοζεύγη (ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα) µητρώων παίζουν πολύ

σηµαντικό ϱόλο σε πληθώρα εφαρµογών.
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Ιδιοδιανύσµατα και ιδιόχωροι

Γενικά, δεξιός (αριστερός) ιδιόχωρος του A λέγεται ο υπόχωρος

null(A−λI) (αντίστοιχα, ο αριστερός µηδενόχωρος null(A
∗−λI)).

ΠΡΟΣΕΞΤΕ : Επειδή το µητρώο είναι τετραγωνικό, για κάθε ιδιοτιµή λ, ο

δεξιός και αριστερός µηδενόχωρος έχουν ίδια διάσταση, n− r(λ), όπου

r(λ) είναι η τάξη του A−λI.

Η πολλαπλότητα της κάθε ϱίζας του p(λ) ονοµάζεται αλγεβρική

πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ.

∀γ 6= 0, Ax = λx⇔ (γA)x = (γλ)x

Η διάσταση (n− r(λ)) των µηδενόχωρων λέγεται γεωµετρική πολλαπλότητα

της ιδιοτιµής.

Ο (αριστερός) µηδενόχωρος για κάθε ιδιοτιµή καλείται (αριστερος)

ιδιόχωρος της ιδιοτιµής.
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Οµοιότητα µητρώων

(Strang, 6.6)

Ορισµοί

΄Εστω A ∈ Cn×n
. ∆ίνεται αντιστρέψιµο X ∈ Cn×n

και B = X
−1

AX . Τότε

Λ(B) = Λ(A). Τα µητρώα A και B αποκαλούνται όµοια και έχουν ακριβώς

τις ίδιες ιδιοτιµές. Η απεικόνιση

A⇒ X
−1

AX

λέγεται µετασχηµατισµός οµοιότητας.

΄Ενα µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο αν είναι όµοιο µε ένα διαγώνιο

µητρώο (των ιδιοτιµών του !)

∆ιαγωνιοποιήσιµα είναι όσα µητρώα διαθέτουν ακριβώς n γραµµικά

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.

Αν τα ιδιοδιανύσµατα είναι πραγµατικά και κάθετα µεταξύ τους, τότε

P
>

P = I άρα το µητρώο P είναι ορθογώνιο και ισχύει ότι P
>

AP = Λ.
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Απεικόνιση στο µιγαδικό επίπεδο

Live παραδείγµατα (MATLAB) στην τάξη.

1 A=rand(n); µητρώο µε τυχαίες τιµές στο (0,1) A=randn(n); µητρώο µε

τιµές από κανονική κατανοµή N(0,1).

2 A=sprand(n,p); αραιό µητρώο µη µηδενικά στοιχεία σε τυχαίες ϑέσεις και

τυχαίες τιµές στο (0,1) A=sprandn(n,p); αραιό µητρώο µη µηδενικά

στοιχεία σε τυχαίες ϑέσεις και τυχαίες τιµές στο N(0,1)
3 A=gallery('cauchy',n); µητρώο µε τιµές

1

i+j
.

4 A=gallery('grcar',n); µητρώο του Grcar

5 A=gallery('rando',n); Μητρώο µε τιµές 0 ή 1 σε τυχαίες ϑέσεις

6 A=gallery('poisson',n); Μητρώο Poisson (µπλοκ τριδιαγώνιο)

7 A=randn(n)+ sqrt(-1)*randn(n);
8 A=rand(n)+ sqrt(-1)*rand(n);
9 A=rand(n)+ sqrt(-1)*rand(n);A=A+A'; Ερµιτιανό

10 A=rand(n)+ sqrt(-1)*rand(n);A=A+A.'; µιγαδικό συµµετρικό

και στη συνέχεια e=eig(full(A));plot(real(e),imag(e),'o')·

Το ϕάσµα κείται στο µιγαδικό επίπεδο. ΄Οταν το µητρώο είναι πραγµατικό, η

εικόνα είναι συµµετρική ως προς τον άξονα των πραγµατικών. ΄Οταν το µητρώο

είναι συµµετρικό πραγµατικό, οι ιδιοτιµές είναι πραγµατικές.
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Φασµατική ακτίνα µητρώου

Ορισµός

Ονοµάζουµε ϕασµατική ακτίνα µητρώου την τιµή

ρ(A) := max{|λ| : λ ιδιοτιµή του A}

Εποµένως, όλες οι ιδιοτιµές του A (το ϕάσµα) κείνται στο δίσκο µε κέντρο το 0

και ακτίνα ρ(A):

Λ(A)⊆D(0,ρ(A))
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∆ιαχείριση δυνάµεων µητρώου µέσω διαγωνιοποίησης
΄Εστω A ∈ Rn×n

και ότι γνωριζουµε X ,Λ όπως πριν, δηλ. X
−1

AX = Λ.

A = XΛX
−1

A
k = (XΛX)k = (XΛX

−1)(XΛX
−1) · · ·(XΛX

−1)

= XΛ(X
−1

X)Λ(X
−1

X)Λ · · ·(X
−1

X)ΛX
−1

= XΛk
X
−1.

Παρατήρηση : Ο υπολογισµός του A
k

ανάγεται στον εύκολο υπολογισµό του Λk
και σε δύο επιµέρους

πολλαπλασιασµούς µητρώων, π.χ. XΛk → (XΛk )X
−1

.

Πέραν του υπολογισµού του A
k

, η διάσπαση του µητρώου σε A = XΛX
−1

διευκολύνει στην διερεύνηση του

παρακάτω Ϲητήµατος.

Πώς συµπεριφέρεται το A
k

για µεγάλες τιµές του k ;

Υπάρχει κάτι το ιδιαίτερο ;

Υπάρχει όριο, δηλ. κάποιο B τ.ω. limk→∞ A
k = B υπό την έννοια ότι ∀ε > 0, ∃k̂ τ.ώ. ‖Ak −B‖< ε,∀k > k̂ ;

Ποιό είναι αυτό ;

Αποδεικνύεται ότι : Αν A ∈ Cn×n
τότε το όριο limk→∞ A

k
υπάρχει αν και µόνον αν

ρ(A) < 1, είτε

ρ(A) = 1 και α) το λ = 1 είναι η µόνη ιδιοτιµή στον µοναδιαίο κύκλο και ϐ) ως ιδιοτιµή είναι ηµιαπλή.
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Παράδειγµα I

A =

 2

3
− 1

3
0

− 1

3

2

3
0

− 1

3

1

3

1

3

 ,Λ =

 1

3
0 0

0 1 0

0 0
1

3

 ,X =

0 −
√

3

3

√
2

2

0

√
3

3

√
2

2

1

√
3

3
0



A
k =

0 −
√

3

3

√
2

2

0

√
3

3

√
2

2

1

√
3

3
0

(3
−k

0 0

0 1 0

0 0 3
−k

)
1

2
− 1

2
1

−
√

3

2

√
3

2
0√

2

2

√
2

2
0



Εκτελώντας τον πολλαπλασιασµό για οποιοδήποτε k επιθυµούµε, προκύπτει το Ϲητούµενο, αφού

στρογγυλέψουµε

A
4 =

(
0.5062 −0.4938 0

−0.4938 0.5062 0

−0.4938 0.4938 0.0123

)
,A10 =

(
0.5000 −0.5000 0

−0.5000 0.5000 0

−0.5000 0.5000 0.0000

)

Οι τιµές έχουν υποστεί στρογγύλευση.
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Παράδειγµα II

Καθώς k→ ∞,

A
k =

0 −
√

3

3

√
2

2

0

√
3

3

√
2

2

1

√
3

3
0

(3
−k

0 0

0 1 0

0 0 3
−k

)
1

2
− 1

2
1

−
√

3

2

√
3

2
0√

2

2

√
2

2
0


οι όροι στο διαγώνιο µητρώο Λk

που αντιστοιχούν σε ιδιοτιµές |λ|< 1 τείνουν στο 0, εποµένως

lim
k→∞

A
k =

0 −
√

3

3

√
2

2

0

√
3

3

√
2

2

1

√
3

3
0

(0 0 0

0 1 0

0 0 0

)
1

2
− 1

2
1

−
√

3

2

√
3

2
0√

2

2

√
2

2
0



=

−
√

3

3√
3

3√
3

3

(−√3

2

√
3

2
0

)
=

 1

2
− 1

2
0

− 1

2

1

2
0

− 1

2

1

2
0


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Απόδειξη ϑεωρήµατος Cayley-Hamilton

Για διαγωνιοποιήσιµα µητρώα

Το χ.π. είναι το p(λ) = det(λI−A). Τότε σύµφωνα µε τα προηγούµενα, οι

ιδιοτιµές του p(A) ϑα είναι

{p(λ1), · · · ,p(λn)}

΄Οµως καθώς τα λj εξ ορισµού είναι ϱίζες του χ.π. τότε p(λj) = 0 εποµένως

p(Λ) = diag[p(λ1), . . . ,p(λn)] = 0, εποµένως

p(A) = Xp(Λ)X
−1 = X0X = 0
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Συναρτήσεις µητρώων

Τα παραπάνω χρησιµοποιούνται για να ορίσουµε τυπικά και γενικές συναρτήσεις µητρώων.

η συνάρτηση ενός διαγώνιου µητρώου, έστω D = diag[δ1, · · · ,δn], είναι το διαγώνιο µητρώο που έχει

στη διαγώνιο τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση στα στοιχεία της διαγωνίου :

f(D) = diag[f(δ1), . . . , f(δn)]

∆οθείσης συνάρτησης f , για κάθε διαγωνιοποιήσιµο µητρώο A για το οποίο η συνάρτηση f υπάρχει σε κάθε

ιδιοτιµή του µητρώου (δηλ. ορίζονται οι τιµές f(λj) για κάθε ιδιοτιµή λj του A), η συνάρτηση µητρώου f(A)
ορίζεται ως εξής :

f(A) = Xf(Λ)X
−1 = X

f(λ1)

.
.
.

f(λn)

X
−1

όπου Λ,X είναι τα µητρώα των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων του A.

Συµπέρασµα : Αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές, το X (ιδιοδιανύσµατα) και το X
−1

, η συνάρτηση µητρώου ανάγεται

στον υπολογισµό της συνάρτησης για κάθε ιδιοτιµή και δύο πολλαπλασιασµούς µητρώων. (∆ιαβάστε

προαιρετικά τις σελ. 390-392 του Strang)

(CEID ∆ιάλεξη 10 ) ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ (2017-18, © Ε. Γαλλόπουλος) 8 Μαΐου 2018 55 / 59



©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

©
Ε

.
ΓΑ

Λ
Λ

Ο
Π

Ο
Υ

Λ
Ο

Σ
-
C

E
ID

Παραδείγµατα (Strang, σελ. 382)

Ελέγξτε πώς συµπεριφέρονται οι δυνάµεις των παρακάτω µητρώων :

A =

(
3 2

1 4

)
, Λ =

(
2 0

0 5

)
,

B =

(
3 2

−5 −3

)
, Λ =

(
i 0

0 i

)

C =

(
5 7

−3 −4

)
, Λ =

(
1

2
+
√

3 i
2

0

0
1

2
−
√

3 i
2

)

D =

(
5 6.9
−3 −4

)
, Λ =

(
1

2
+ 3

√
5 i

10
0

0
1

2
− 3

√
5 i

10

)

E =

(
0.999 1000

0 0.998

)
, Λ =

(
0.999 0

0 0.998

)
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Μέθοδος δύναµης

απλή µέθοδος για ΓΙΓΑΝΤΙΑΙΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Αν η µέγιστη σε απόλυτη τιµή ιδιοτιµή, έστω λmax, ενός A∈Rn×n
είναι µοναδική

(άρα πραγµατική!), µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα q1, και έστω x ∈Rn
τυχαίο, τ.ώ.

x
>

q1 6= 0, τότε η ακολουθία των διανυσµατων {Ax,A2
x, . . . ,Ak

x, . . .} τείνει σε

διάνυσµα του ιδιόχωρου του λmax.

Σε περίπτωση που η µέγιστη σε απόλυτη τιµή είναι µοναδική, τότε τείνει σε

διάνυσµα συγγραµµικό του q1. (προσεγγίζεται το µέγιστο ιδιοδιάνυσµα !)

Επίσης για µεγάλα k , το παρακάτω πηλίκο,(
x
>

A
k
x

x>x

)1/k

≈ λmax προσεγγίζεται η µέγιστη ιδιοτιµή!

Ορισµός Για κάθε A,x , το
x
>

Ax

x>x
ονοµάζεται πηλίκο Rayleigh.
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Οπτικοποίηση µεθόδου δύναµης
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Μέθοδος δύναµης και η Google

Φηµολογείται ότι η µέθοδος χρησιµοποιήθηκε από τους Brin & Page για τη

ϐαθµολόγηση ιστοσελίδων.

Θυµηθείτε τον τίτλο της εργασίας που δείξαµε στη διαφάνεια 11 της

προηγούµενης διάλεξης (9):

"The $25,000,000,000 Eigenvector: The Linear Algebra behind Google"

Το διάνυσµα PageRank είναι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στη µέγιστη

ιδιοτιµή του µητρώου της Google για το Web.

Η µέγιστη ιδιοτιµή είναι 1 επειδή το µητρώο είναι στοχαστικό κατά στήλες

(κάθε στήλη έχει άθροισµα 1 οπότε e
>

A = e
>

.)
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