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 �ü-ù�ùÿ���

 úù
ü6,$1�	ù�ÿ���þ	ü�

 �� �)"

 �� �)"� 2 #��03.�.� #�.#2 *� 0��.���.� 0�1.���0�� 2 ��.�.��+12��12�"��.1���"�.!$�"

1$0/�.1� *�0�)"�2.��� ��2���.��12��1#��$0�.��.�012��10��10���.��.2�� !�.�2.��� ��-

2+���� #��.1�� �2.��12 ��.1��)��0+!��.�2 #�Bayes.

 �! 1/ �+�0�.�ù� 20��1�.2.

 õ2.���.��$020�20�0�+10��2���0��2��2 #��03.�.� #�.#2 *��.��� !0�20�

• �.���&!��020�� � "�0��.�� �!)� "�2 #�2.��� ��2��1¶���.�1*12��.�2.���)��1�"�

• �.�2.��� �0�20��!)2#�.�1*�3&�.��0�2 ��Bayesian�2.��� ��2��

• �.���&!��020�2��0��.�� �2.��� ��2�"�0��$�12�"�.�)12.1�"�

• �.���&!��020�2��0��.��2.��.!��#!.�Parzen.

• �.���&!��020�2��0��.�� �2.��� ��2�"����1��120! #�+0�2 �.�

ò�� �0"���0�/��

• û�.��.1����ù�)12.1�

• ü��3��0�.�ù�)3.1�"

• �.!��#! �Parzen

• �#��!2�1��û���!�1�"

• 	.��� ��2�"�Bayes

• 	.��� ��2�"�ü��$�12�"�ù�)12.1�"

• 	.��� ��2�"����1��120! #�+0�2 �.�

 ü�1.�&����"��.!.2�!�10�"

 �2 ��03��.� �.#2)��.! #1��� �2.��20$����"�2.���)��1�"�� #�1$02�� �2.�� ��0�2 ��0+-

!��.�2 #�Bayes.  ù#2�"� ����� / ��0��.��0�.�!02����.� 20�01�.2���"��)2.��0��.����&12�"

 ���#��)2�20"����.�)2�2."� ( )L_S ω[ ��)� #�&i, i=1,2,...,m,  �����10�"�2 #�2.��� ��2���.�

x  2 �/���#1�.�2&��2��+��2&�� #1�&/+��$.!.�2�!�12��+���0�)"�/0���.2 "�����1#�.!2�-

10�"�.#2�"��� ! *���.��! 10���12 *��)2.��/�.2��02.����."� ��.� � ��2��)"�.!���)"�.�)

.�.��&!�1���.�/0���.2.��/��./��/0���.2.���.��.���.�.�)�2.� � �.�0��.����&12�������-

1��12��� � �.�.���0��

 �2���.!$��2 #��03.�.� #�.#2 *��12���ü�)2�2.�������0!��!�3 �2.��2.��.1����12 �$0�.

0�)"�2.��� ��2����2��1#��$0�.��ü�)2�2.�������0!��!�3 �2.�� ���.2��Bayes�2.��� ��2�",

���0�2 #!��.�2&�� � �&��12�!��02.��12���.�!������+1��2&�� ( )L_S ω[ ��.���0�2 #"� � �-

 #"� 0��2#�$��02.���� 0��$�12�����.�)2�2.� 2 #�13���.2 "� 2.���)��1�"�� ��2���ü�)2�2.
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�����0�1�� �2.�� ����� �0"�2�"�1#��!2�1�"�/���!�1�"��.��2�"�0��3��0�."�.�)3.1�"��ü��

/0��0��.����&12�"� �� ( )L_S ω[ ����$!�1��Bayessian 2.��� ��2+���! (� ��20��2���0�2���-

1�� 2&�� �#�� 2�2&�� ���.�)2�2."� �0� ��1�� 2.� /0���.2.� 0��.�/0#1�"� �.�.��&!�1���.

/0���.2.����+�.�2 �1� �)�.#2)��12���ü�)2�2.�����$!�1�� � � *�2.��2.��.!��#!.�Parzen

�.��12���ü�)2�2.�����$!�1�� � �0�2.����."�.!���)"�.�)�k �0�2 �0"��	�� "��12���ü�)2�2.

�����.! #1���02.�� �2.��� ��2�"�2 #����1��120! #��0�2 �.�

 ü��	þ	ù� ��� úù�ÿ�ù��	ùûÿù���üûÿù���
��
�	þ�ù	��

	ù�ÿ���þ�þ�

 ��2.��� ��2�"���.��� ! *10��.��0���.�0�"��)2��.� 20�0��2����.!/���2 #�1#12��.2 "

2.���)��1�"����õ�&"��$ #�0��/��.�.3�!0��12 ��!+2 ��03��.� �� �1$0/�.1�)"�0�)"�1#-

12��.2 "�2.���)��1�"��.��� ! *10��.�/�.�!0�0��10�/* ��0���.�12�/�.�� 2 �12�/� � 2�"

/��� #!��."��.�� 2�"� 0��� ��"� 2&�� #1�&/+�� $.!.�2�!�12��+���.��.#2)� 2�"�1$0/�.1�"

2 #�2.��� ��2��

 ������ �	ùûÿ�� ûþ�ÿ�
�+ÿù���ùÿ� ü�ÿ��+þ���
�ÿû�� �ù�ù�	þ�ÿ-

�	ÿ���

 �2 ��!+2 �12�/� ��.!�� �2.���.��12��1#��$0�.�0����� �2.�� 2.� #1�+/��$.!.�2�!�-

12������0�2.� � �.��0!��!�3 #�0�2.��!)2#�.�� �	�2 �.�$.!.�2�!�12������ !0���.�0��.��

��.� �.!�/0���.��  �� /��3 !0"� ! ��"� �0!� $�"�� /��3 !.� $.!.�2�!�12���� �12 �!���.2 "�

$.!.�2�!�12�����0!��!���.2 "���ù�)�2�������+!.��12����#!� �0��.��2&��$.!.�2�!�12�-

�+���� #�0��.��/#�.2)���.��.!.$� *���/0��0��.��)�.��� *1�.�10����! 3 !�.���ù"�� *�0�

��.��.!�/0���.��)2����/�.1� !��2�"���2.1�"��*!&�.�)�2����1��2����10���.�0��)�.��� #

�!��0���.�2.��� ��1 #�0�10���.�.�)�/* ����10�"���.�!�0���0!�� #�2����/�.�2������.�)�0"

2�"�0��)�0"��.�0��!2�2.�.�)�� �.����1��.��� #����ò�.�2�2 �.�$.!.�2�!�12��)�0��.��32&-

$)�10����! 3 !�.� 2.���)��1�"�� �ü�0�"�.�¶�)�.� 2.� #1�+/��$.!.�2�!�12������ #� 0��.�

/#�.2)���.��.!.$� *����.����.�0��.�0����� #�0�0�0��.��2&�� � �&�� ��2���"����.��!)2#-

�.� � #�.��� #��10� /�.3 !02���"� ���10�"�� /�.3�! #�� )1 � ���02.�� �0!�11)20! �� �õ�&"

1#���&"����02.���12����.2������� ! � ��.��2.� #1�+/��$.!.�2�!�12�����.��!��0���.�0-

����� �2.���21��+120� ��2���"�� #��.���� #����.�2.�/��3 !.��!)2#�.��.��$ #���0����

/�.���.1��� (between class)�.�)12.1���.�����!� 0�/ ���.1��� (within-class��.�)12.-

1�����2 ��$������/�� �2.��/* �.�� � �����.��.!./0���.2.���.�/* �$.!.�2�!�12����[1, x2.

�0�.120!�1� �1#�� ��� �2.�� ��2���"�� #��.���� #����.�2����.����1����.���0�20�0�.���.

2��/0*20!�����1��� �ù�)�2.��.!.���&�1#���02.��)2��2 �[1�0��.����.��� *1� �10����! -
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3 !�.�2.���)��1�"�$.!.�2�!�12��)�0�+�2 �[2�0��.��32&$)��/�)2�� ��2���"�� #��.����0�

��.�2�"�/* ����10�"�0���.�*�2 �2.��

 

 �$��.����: 	���"�$.!.�2�!�12��+���0��a) �0�����/�.��.1�����.���b�����!��/�.��.1���

.�)12.1��

 þ�0��� ���$.!.�2�!�12��+��/0��0��.����.�.����/�./��.1�.��.����1#���&"��2 �.� 2�-

�01�.�03.!� ��"���."�10�!�"��0� / � ��+��0��� ��"�$.!.�2�!�12��+�����2 ������ �.#2)

/0���.�.1$ ��� *�0��0�2�2 �0"��0� / � ��0"�����0�/�.30!)�0� "�.�.��+12�"��� !0���.

.�.30!�0�����.��.!�/0���.��12 �>�@�

 �2��1#��$0�.��.�#� ��1 #�0�)2���$ #�0�0�����0��l� #1�+/��$.!.�2�!�12�����x1, x2, … xl.

�0� 2.� $.!.�2�!�12����.#2�� /��� #!� *�0� 2.�  #1�+/�� $.!.�2�!�12����/�.�*1�.2.

(feature vectors),

 x=(x1, x2, ...,xl)
T

 12 �� l-/��12.2 �$+! ��/��./�� O
5∈x �� �ü����� ���#� ��2 #�0�)2��#��!$0����.�.�3�� -

� 1��.�2��1$�1���02.�*��! 2*�&���.��/�.�#1��2&��� �û��./���10����0�/���#1�.�.�2�-

12 �$0����.��.���)� ��!)2#� �

 ��.��.!.2�!�1���� #��$0�� �/�.�20!��1��.1�.���.��."��0��.��)2�� ��2���"�� #��.���-

� #��/��3 !.��!)2#�.�/0��0��.���! ���%��0"�.�����$ #����.��.��)�2#$.�)2�2."�� �+�.

�.!�/0���.������ ���.��."�0�����220�0�������1��2����2&��pixels���.�/�.3 !02���"�.�2�-

� �!.3�0"�#��+�� ����#��+����2.��)�0"� �/�0"�� �þ�2#$.�)2�2.�2&��2��+��� #��! �*�2 #�

 30��02.���.��12.�)!�.�.��02!�10&"��.����� �*��0!�11)20! �12�"�/�.3 ! � ��10�"�� #

#��!$ #���02.�*�2&�� �12+��2&��/�.3 !02��+��.2)�&��� ��2��1#��$0�.���.��0&! *�0�2.

 #1�+/��$.!.�2�!�12����xi, i=1, 2, …, l, &"�2#$.�0"��02.���2�"��.��2.�.�2�12 �$.�/�.�*-

1�.2.�&"�2#$.�.�/�.�*1�.2.�x 12 ��l-/��12.2 �$+! ���)�&"��.����0�12 �$+! �2&��� #-

1�&/+���$.!.�2�!�12��+��(feature space).

 7.1.2��	ùûÿ����üûÿù�þ��	�
�	ù�ÿ���þ	þ�

ò$ �2."�0�����0��2.�$.!.�2�!�12�����12 �/0*20! �12�/� ��1$0/��� #�0�2 ��2.��� ��-

2������2.��� ��2�"�/0��0��.��2�� 20���� �.�)���.�1#��!2�1������.�1*� � �1#�.!2�10&��

�0�0�0*�0!���02.���2��2 �2#$.� �$.!.�2�!�12��)�/���#1�.�x, � #�/�.�!0��2 ��l-/��12.2 

$+! �10��0!� $�"�Rk, k=1, 2, …, m.  �.�0����.�)�.#2�"�2�"��0!� $�"�.�2�12 �$0��10���.

.�)�2�"�m-���10�"���m=2 ��.���.��!)����.�/* ����10&�������1$0/�.1�)"�.#2)"��.1��0-

2.��12������! 3 !�.�� #�.� !!�0��.�)�2 �1*� � �2&��/�.�#1��2&��0��.�/0#1�"�� #��-
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$ #�0�12��/���01���."��þ�1$0/�.1��2 #�2.��� ��2���.��."�.�.1$ ��10��12 ��.!)���.�

12 �0�)�0� ��03��.� �

 �0� 2��� � ���!&1�� 2 #�1$0/�.1� *� 2 #� 2.��� ��2����� 2.���)��1��0�)"�.��+12 #

�!)2#� #����02.��&"�0��"����02! *�0�2���2����� #��.�!�0��2 �.�2�12 �$ �$.!.�2�!�12��)

/���#1�.� ��.� 2 � 1#��0�!���� � �!)2#� �� ��2�� 1#��$0�.� 2.��� � *�0� 2 � �!)2#� � 12��

���1�� � #� .�2�12 �$0�� 12��� �0!� $��� Rk�� 2 #� $+! #� )� #� �!�1�02.�� 2 � /���#1�.� x.

�! 3.�+"���.�2�2 �.�/�./��.1�.�0��0!��$0���.��2������ �.�2 #��.��.1����"�2.���)��-

1�".��ò�."�.�)�2 #"�12)$ #"�12��/�./��.1�.�1$0/�.1� *�0�)"�2.��� ��2��0��.����0�.$�-

12 � ��1��.#2 *�2 #���� #"�

 ü��	þ	ù���� 	ù�ÿ���þ	ü��%$<(6

 �2)$ "��."�12���0�)2�2.�.#2��0��.���.�1$0/��1 #�0�2 ��2.��� ��2���.�2�+�2."���-

� �0"��.����+10�"�.�)�2���0&!�.����.� 2�2&����,.��0����1 #�0����.�$�!��2�"�.��)2�2."�

.�)�2 ��!)����.�/* ����10&���� #��.�1#�� ��1 #�0�&1��.��&2�.�2�12 �$.���
� ��2 #-

�0�)2���$ #�0�12��/���01���."���.�1*� � ���/�.�#1��2&��0��.�/0#1�"��/��./��

 { } 1����������L�5�������; L1�� =∈= Oxxxx

 +�.��.���.�.�)�2.�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"���&!�� #�0�2������1��.�)�2��� � �.��! -

�!$02.����þ�/�.�01��)2�2.�.#2�"�2�"����! 3 !�."��.��0&!0�2.��/0/ �������.�2 �1$0/�.-

1�)� � � #/�� 20�2.��� ��2��12.���.�1�.�2 #������ #�.#2 *��)� #�/�.�!.��.20#)�.-

120�2 ��!)����.�2�"�2.���)��1�"��0�0��.�/0#1��

 �2��1#��$0�.��#� ��2 #�0�)2����&!�� #�0�2�"����.�)2�20"���&1���.����&2���2�"����.�)-

2�20"�/��./����� � �$.!.�2�!�12��)� /���#1�.� �.�.���0��10���.�.�)� 2�"� /* ����10�"�

��.�2�2 �.����! 3 !�.�0��.��0*� �.�#� � ��1������+�.��.!�/0���.��0����1 .�)�2.�/�.-

�*1�.2.�0��.�/0#1�"�.��� #��12������1��&1��.���2 12������1��&2���=�1+�2), 2)20

 
N

N
)&(P,

N

N
)&(P

2

2

1
1 ≈≈

 ��.���������! 3 !�.�� #��� !0��0��1�"��.�� 1 2�� � ���0����.����¶�.#2)��.�#� ��-

1 #�0�)2��0��.����&12���0��.����#�)�1#�������#��)2�20"����.�)2�2."�p(x|&1)��.��p(x|&2).

����#��)2�20"����.�)2�2."��pdf) �� ! *�����.��.!�/0���.���.��! 10���12 *��.�)�2.�.-

�2�12 �$.��12 �!���.2.����!�1�� � �+�2."�2.��1�/�.�*1�.2.�2�"����1�"�&1��� ! *�0

�.��! 10���1 #�0�2���p(x|&1)��.���0�2.��2�/�.�*1�.2.�2�"�&2�2���p(x|&2)���ò$ #�0�2+!.

12��/���01���."�)�.�2.�.�.!.�2�2.�#�������.��.�1$0/��1 #�0�2 ��2.��� ��2���."�����-

1&�.�)�2 ��1$0/�.1�)�.#2)�#��!$0����.�� �*�.��)��.��� ���)�1�0�2��)���õ2.���."�/ �0�
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��.� ���&12 � $.!.�2�!�12��)� /���#1�.� x� �� #� /0�� .���0�� �! 3.�+"� 12 � 1*� � � 2&�

��&12+��/�.�#1��2&�� 0��.�/0#1�"����� � 2.��� ��2�"��.��!��0���.� 2 � 2.��� �0��12��

�� ����.������1����û0/ ����"��/��./�����."���2!�1�"�2 #�x, � #�.�2�12 �$0��12 ����&-

12 ��!)2#� ��2 ��.!.���&�1�0�2��)��."��.!.����0��12 ��.�#� � ��1 #�0�2�"����.�)2�-

20" P(&1|x)��.��P(&2|x)��.���.�2.��� ��1 #�0�2 �x�12������1��� #�.�2�12 �$0��12���0�.-

�*20!��2����.�)�2�"�/* ����.�)2�20"�
(1)
�����P(&i|x), i=1,2, 0��.�� �����.�)2�20"�2 ��!)2#-

� ��.�0��.��10���.�.�)�2�"�/* ����10�"��)2.����&!�� #�0�2���2����2 #�x �.��0��.����&12�"

&"�a-posteriori ���.�)2�20"��10�.�2�/�.12 ����0�2�"���&i���L ������� #�0��.����&12�"��.�

&"�a-priori ���.�)2�20"���	�"����.�)2�20"�)�&"�P(&i|x), i=1,2,�/0��2�"���&!�� #�0���ù#2)

/0��0��.���!)����.���.�+"�.�)�2���0&!�.����.� 2�2&����&!�� #�0�2 ��0+!��.�Bayes

� #��."���0��)2��

 ( ) ( ) ( )x|x|x LLL 3��SS3 ω=ωω

 �

 ( ) ( )
��S

S��3
_3 LL

L x
|x

x
ωω=ω                                          (7.1)

 ü��.120�2+!.��2 �� ���.�/�.2#�+1 #�0�2 ���.�)�.�2.���)��1�"�

 ü�����2����2 #�x 0��.��2�2 �.�+120� P(&1|x)!3�&2|x), 2.���)��10�2  x 12������1��&1 .

 ù���+"�2.���)��10�2 �x�12������1��&2 .

 ù�)� 2 ���.�)�.�.#2)��.���0���1�� 2��� �������.2.��� #�0�12 �� 2.��� ��2����.�/* 

���10�"�� )�&"� 3.��02.�� 12 �����.�.� ������.!.2�!�120� � )2�� �� S�x�� /0�� #�0�1�!$02.�

12 #"�20��� *"�#� � ��1� *"�� �ù#2)� 30��02.��12 �)2��0��.����.��02����� 1)2�2.�.�0-

��!2�2��2&�����10&���.���� !0���.�.�.�0�3�0��.�)�2�"�.��1)2�20"�

 þ��.!.���&�/�./��.1�.��0���0*02.���.����.�2����0!��2&1� m����10&���õ�&"�3.��0-

2.�� 12 �����.�.� ����� 2 � x �.2.$&!0�2.�� 12��� ���1��&k � ��.� 2���  � �.� �� 1#��!2�1�

P(&k)p(x|&k) �.����0��2���0�.�*20!��2����

 �2 ��$������/�� �2.�� ���#��)2�20"����.�)2�2."��p(x|&1���.� p(x|&2����.���.��.!�/0��-

�.�2.���)��1�"���0�/* ��1 ���.�0"����10�"�P�&1)=P�&2� ������2 ��.!�/0���.�.#2)��$0�

0���0�0���.�$!�1�� � ��� *��/�.�*1�.2.�$.!.�2�!�12��+�� ��0���.��)� �1#��12+1.��+�

.#2)�.�2��2 #�/�.�*1�.2 "�x $!�1�� � �0�2.�����.��&2� �02.���2��x��.��R�$.!.�2�!�-

12��)"�$+! "�0��.��� � /��12.2 "��l=1)���0�2.��� ����&�/0/ ���.� �2.��� ��2�"�Bayes

 !��0��2 �1��0� �x0  �0�2 � � � �$&!��02.�� �$+! "�12����0!� $��R1 ��.����0�1��0� �2�"

                                                           
 (1) �� �#��)2�20" ���.�)2�2." 1#�� ��� �2.� �0 ���!) p �.�  � ���.�)2�20" �0 �03.�.� 3
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 � �."� �1$*0��p(x|�&1)> p(x|�&2���.�� �12���R2���.�2��� � �.� �1$*0� .�2�12 �$.�p(x|�&2)>

p(x|�&1). ü��.��0�/�.3�! ���.�#� � ��1 #�0�2������.�)2�2. Pe��0�2��� � �.���.�/0���.�x

2.��� �0�2.��10���� "����1���ÿ1$*0��

 Pe=P({x .���0��12���&1 ��.��x>x0} ��^x .���0��12���&2 ��.��x<x0})=

     = P({x .���0��12���&1 ��.��x>x0} +P{x .���0��12���&2 ��.��x<x0})=

     =P(x .���0��12���&1)P(x>x0| x .���0��12���&1)+

                                                         P(x .���0��12���&2)P(x<x0| x .���0��12���&2)=

 =(½)P(x>x0| x .���0��12���&1)+ (½)P(x<x0| x .���0��12���&2����

  Pe= (½)(P1+P2)                                                         (7.2)

 )� #

 
 	.��� ��2�"�Bayes����.�� ���10�"��

 

  ��ù��P(&1)p(x|�&1)> P(&2)p(x|�&2)
 ������������������������2)20�2.���)��10�2 �x 12������1��&1

 �ù���+"�12������1��&2.
 

 	.��� ��2�"�Bayes����.�P ���10�"��
 

 	.���)��10�2 �x�12������1��&����.�2��� � �.��1$*0��

 

 ( )
LLNN

S��3PD[��S��3
P��������L

ωω=ωω
=

|x|x

 ���.�."���� 	.��� ��2�"�%ayes ��.����.����.�m ���10�"�

 
 �$��.����: �0!� $�"�2.���)��1�"�� #��! �*�2 #��.�)�2 ��Bayesian�2.��� ��2��
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 P1= P(x>x0| x .���0��12���&1)= ( )∫
+∞

0
x

dx|xp
�

º                                 (7.3)

 �.�

 P2= P(x<x0| s .���0��12���&2)= ( )∫
∞−

0
x

dx|xp
�

º                                (7.4)

 ù�)�2�"���������������.��������3.��02.��)2�������.�)2�2.�13���.2 "�Pe�0��.���1���0�2 ���1)

2 #� ��� *�0��./ *�2&���!.�� 1��.1���&���0!� $+��2 #�1$��.2 "�����

 ù�)�2 ��.!.���&��.!�/0���.����02.��1.3�"�)2�� �Bayesian 2.��� ��2�"�/�.�!0���2 �

$+! ��10��0!� $�"���21��+120����0!� $���5i���)� #�.� 3.1��02.�������1��&i��0��.��0�0���

���0!� $����.�2��� � �.��1$*0��P(&i)p(x|�&i)> P(&j)p(x|�&j), ji ≠∀ .

 ù���.��3��1.�0�12 ���.2��Bayes 2.��� ��2����1.�.�)�2 �.��)�1�0�2��)��.�2.��� -

� *�0�2 ����&12 �x 12����� ����.������1���.� /0���*02.��)2�� �2.��� ��2�"�.#2)"��$0�

��.��.�����0&!�2����#�)12.1����ü��.�� �2.��� ��2�"�� #�/��0��2�����!)20!�����.�)2�2.

��� #"���e, .�)� � � �/�� 20���� �2.��� ��2�����0����.��)��.�� ��.2��Bayes�2.��� ��-

2�"� 0��.�� � ����2�12 "� 2.��� ��2�"�� �ù#2)��� !0���.� 2 �0���0�.�+10���.�0�"��.��.�)� 2 

1$��.� ����� �+�.� � � /�� 20������ 2�����.2&3�� #� 01 xx ≠ , 2 ���! �1�.� 2&�� 0��./+�

2&���!.�� 1��.1���&���0!� $+�����02.���0�.�*20! ��.���0� ���&"���0�.�+�0�����e��+�.

��.��� �.�.�#2����.�)/0���� �.�.��+12�"��.!.����02.��12 �>�@�

 

 �$��.����: õ2.��2 ��.2+3���/0��0��.��2 ����2�12 ��2 � ���)�0��./)��� #�.�2�12 �$0�

12������.�)2�2.��.��.1����"�2.���)��1�"���.#���0��

 �.!�/0���.����03.�.� #��

 �0���.��!)����.�2!�+�����10&��$!�1�� � �0�2.����.��)� �$.!.�2�!�12��) ��.�2���2.��-

�)��1�� 2&�� /0����2&������ �#��)2�20"� ���.�)2�2."� p(x|&i) �.��  �� D�SULRUL� ���.�)2�20"
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  P(&i)  p(x|&i)

 &1  1/2  )
2

x
exp(

�2

1 2

−

 &2  1/3  )
2

)1x(
exp(

�2

1 2−−

 &3  1/6  )
2

)2x(
exp(

�2

1 2−−

P(&i) ��.� 2�"� 2!0�"� ���10�"� �.2.�!�3 �2.�

12 ���.!.��0*!&"����.�.��þ�2����2 #�$.!.-

�2�!�12�� *� x 0�)"� ���&12 #� /0���.2 "

�!����0� [ ����� �.� 2.��� ���0�� 2 � /0���.

.#2)�1*�3&�.��0�2 ��%D\HV�2.��� ��2��

 ù���2�1�

 ,.� �!��0�� �.� #� � ��1 #�0� 2��� ����12�

2���� P(&i)p(x|� &i��L ������� � ��.� x=1.6.

ò$ #�0 P(&1)p(x|� &1)= 0.0555, P(&2)p(x|

&2)= 0.1111, P(&3)p(x|�&3� ���������*�3&�.��0�2���0&!�.�� #�.�.�2*�.�0�12��0�)2�2.

.#2���2 �/0���.��0�x=1.6�2.��� �0�2.��12������1��� #�.�2�12 �$0��12������12��2�����/�-

�./��12������1��&2..

 ü��	þ	ù� ��� �
�ù�	þ�üÿ�� ûÿù��ÿ�þ�� �� ü�ÿ-ù�üÿü�� ù-
��-ù�þ����	ù�ÿ���þ	þ��ü�ù�ÿ�	þ��ù���	ù�þ��

 �2����! �� *�0���0�)2�2.���&!�1.�0�2 ���.2��Bayes�2.��� ��2���ü�/.�0�)2����3�� -

1 3�.�/�.�!01�"�2 #�l-/��12.2 #�$+! #�2&��$.!.�2�!�12��+��12�"��0!� $�"�2.���)��1�"

Ri, i=1,2,3,…m, �.1�12��0�10���.�1#��0�!���� �1*� � �1#�.!2�10&���/��./��12�"�1#-

�.!2�10�"

 hi(x)≡ P(&i)p(x|�&i), i=1,2,..,m                                        (7.5)

 �.����/�.�!01��2 #�$+! #�����0�1*�3&�.��0�2 �� *����.�0����.�)�2�"��.!.���&�m�1#-

�.!2�10�"��.�!�0��2�����0�.�*20!��.�)�)�0" 2�"����0"�1#�.!2�10�"����0�� ���"��0!��2+-

10�"�0��.��.�� *120! �.�)��� %���.���.2�� *�3 !�.��1� *��.���.���.2��+��#� � ��-

1�+���.�$!�1�� � � *�0�1#�.!2�10�"�)�&"� ���.!.���&����0����.��)��.��0���g(x)�0��.�

��.�� �)2 ���1#��!2�1���2)20��� ! *�0��.� !�1 #�0�2�"

 m,...,2,1i)),(h(g)(f ii =≡ xx                                           (7.6)

 �.��12����1��2&��hi(x) �� ! *�0��.�$!�1�� � � *�0�2�"�fi(x).  To �0� �)"�)2����g(x)�0��.�

� �)2 ����$0��&"�.� 2��01�.��.�����.�� �+�0��2�"�1$02���"���10�"�2&���0��12&���.��0-

� ���&"���/�.�!01��2 #�$+! #�0�20��0���1��2�"�hi���2�"�fi��.�0��.��.�!��+"����/�.������1#-

�.!2�10�"�� #��! �*�2 #��0��.����&12�"��.��&"�1#�.!2�10�"�/���!�1�".������."��)� "

� #��."�  /��0��12�� $!�1��1#�.!2�10&�� /���!�1�"� 0��.����.�� *120#1�� 2&�� #� � ��-

1�+����+�.��.!�/0���.��0���g(x)=ln(x) �� #�0��.��� �)2 ���1#��!2�1����.����p(x|�&i��0�-

�.��0��02���"�� !3�"��)�&"�12 ��.!�/0���.���2 #��03.�.� #������/!�1��2 #�� �.!��� #

�.��$0��&"�.� 2��01�.� ��#� � ��1� ���.��0!� !�� �2.���)� �12 #"�0���20"���
��!$0��)-
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�&"��.����."���� "� #1�.12��)"��)� "�� ����1#�.!2�10�"�/���!�1�"���� �2.����.302�!�.

³.� �.�.�2�1� *´��."�.�)�2 ��Bayesian 2.��� ��2������2.��� ��2�"�.#2)"��.���.�����-

2�12 "��/0��0��.��0�0*�0! "��0� �0�2���2&������#� � ��1�)"�2&��p(x|�&i��/0��0��.�����2.

��.�0*� ���#�)�01����/�&"�)2.�� �.!���)"�2&��/0/ ���&��0��.�/0#1�"�����0��.��1$02���

���!)"���0�� ���"��0� ���&"���0!��2+10�"��!��02.���! 2��)20! ��.�/�.�!�10���.�0�"�2 �

$+! �2&��$.!.�2�!�12��+��#� �02+�2."���.�������.2����������.����0��!)����.��0��� -

���1#�.!2�10&��/���!�1�"��� #��.�����1$02�� �2.����.2¶�.��������0�2 ��Bayesian�2.��-

� ��2������2.��� ��2�"�� #��.��! �*%0��/0���.�0��.�����2�12 "���0��!�2�!� �2������.�)-

2�2.���� #"��.�������.�)���.��$0�����.��! 20!��.2.�� #��.��.��12 *��2���$!�1��2 #

0��#12����12����!������,.�1#�.�2�1 #�0�2�2 � #"�2.��� ��2�"�1*�2 �.�

 

 �$��.���� �.!�/0���.�0��3��0�."�.�)3.1�"�12 ��/�1/��12.2 �$+! ��x1,x2).
 

 ��.��������� �.��0�³��2 ����.! #1�.´�12���.�.��+!�1���! 2*�&��0��.��.#2��2�"�0-

��3��0�."�.�)3.1�"���ù"���! #�0�2����0!��2&1��/* ����10&����+�.�2 �.��)�.#2)��!)-

����.��.��$ #�0�/* �1#�.!2�10�"�/���!�1�"��."�� *�0� 2��� f1(x)��.�� f2(x)�� ��2����0!�-

�2&1��2 #�Bayesian�2.��� ��2��.#2�"�0��.�� ��P�&i)p(x_&i)=fi(x), i=1,2. �*�3&�.��0�2.

)1.��$ #�0��0���/0��0��.��/*1� � ��.�/ *�0�)2��.� 3.1�� #�0�&1�0���f1(x)-f2(x)>0 �.��&2

0���f1(x)-f2(x)<0���ù"� !�1 #�0�2��1#��!2�1�

 )(f)(f)(f 212,1 xxx −≡                                                (7.7)

 +�0��3��0�.�� #� !��02.��.�)�2���0��1&1�

 f1,2(x)=0                                                             (7.8)

 $&!��0��2 ��$+! �2&��$.!.�2�!�12��+��12�"�/* ��0!� $�"�51��.��52��0���1��2�"� � �0"�.-

� 3.1�� #�0�&1�.��&2 .�2�12 �$.���.��1#��0�!����.

   R1:  f1,2(x)>0��.��R2:  f1,2(x)<0                                          (7.9)

 H 0��3��0�.�� #� !��0����������0��.����&12��&"�0��3��0�.�.�)3.1�"����$���������ù�)�2��
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��.���0#!��2�"��f1,2(x)!����!�1�02.�����0!� $��R1 �.��.�)�2���������f1,2(x)������R2.  �2��

�0!��2&1��� ��+�����10&��� 0��3��0�0"�.�)3.1�"� �$ #�� �)��.� �.��  !�� �2.��.�)�1#-

�.!2�10�"�/���!�1�"��)� ��0�2 ���+���0!� $+�.

 �2��1#��$0�.���.�03.!�)1 #�0� 2.��.!.���&�10���.�0�/�����.2�� !�.��! �����2&�

12.� � �.� ���#��)2�20"����.�)2�2."�.� � #� *��Gaussian �.2.� ��"�� �ù�)�2���0&!�.

���.� 2�2&�� �.��12.2�12���"� ��&!�� #�0� )2�� �� �#��)2�2.� ���.�)2�2."� ��."� �.��&2�"

2#$.�."��02.���2�"�x�� #�.� � #�0��Gaussian �.2.� ���/��02.��.�)�2��1$�1�

 )
12

)�x(
exp(

�12

1
)x(p 2

2

2

−−=                                 (7.10)

 )� #� [ ]xü� = ������1��2����/��./��2�"�x��.�� [ ]22 )�x(ü1 −= ����/�.1� !��2�"�

 þ� ��������0���0*02.����.��0!�11)20!0"�/�.12�10�"�� �ù"�2 �/ *�0�.#2)���� �12./�.���

ü���x1, x2 0��.��/* �12 $.12����.�0��!2�20"�Gaussian��02.���2�"���0�2����/�.�/�.1� !�

1
2
��.����10"�2���"��1���2�.�2�12 �$.��2)20���)�&�.�0�.!2�1�."����.�)�� �� *��#��)2�2.

���.�)2�2."��joint probability density���.�0��.�

 )x(p)x(p)x,x(p)(p 2121 =≡x )
12

)�x(
exp()

12

)�x(
exp(

�12

1
2

2
22

2

2
11

2

−−−−= ���

 )
12

)�x()�x(
exp(

�12

1
)(p 2

2
22

2
11

2

−+−−=x                           (7.11)

 �2����0!��2&1��� #� ���02.���2�"�/0��0��.��.�0��!2�20"��.����/��12.1��2 #��! ���-

�.2 "�0��.��l������������0���0*02.��12��

 




 −−−= − )()(

2

1
exp

)�2(

1
)(p 1T

212
�x��x

�
x

l
                         (7.12)

 )� #� � ��� !�� #1.�2 #�l×l����.�.����� #� !��02.��&"

 ( )( )[ ]TE �x�x� −−≡                                                    (7.13)

 �.��0��.����&12)"�&"����.�."�1#�/�.1� !�", �.�� [ ]x� ü= ���ü�0�"��.�012��1 #�0�10���-

�.�0"��1#�/�.1� !�"�2�"�� !3�"�

 
















==

2

2

2

2

100

010

001

1

��

��

��

I�                                           (7.14)

 û0�� 0��.�� /*1� � � �.� /0�� �.�0�"�� )2�� ��.� 2��� �0!��2&1��.#2�� �.�� ��.� /��12.1�� l=2�� �

��������.2.���0��12����������

 �02�� 2��� ���!�� .#2�� .�./! ���� ."� 0��12!�% #�0� 12 � �!)����.� 2�"� 2.���)��1�"�
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+�.��)� #"�.��)2�2."��.�12.� *�0�12 ��!)����.�/* ����10&���0�/�1/��12.2 �$+! �$.-

!.�2�!�12��+���	.�.� 20��1�.2.��0���0* �2.����01.�10�� ���"�/�.12�10�"��.��� ���"

���10�"���
� �02 *�0�2�"�.�)� #�0"�#� ��10�"�

• ���10�"��1 ���.�0"��3�&1� 3�&2).

• 	.�$.!.�2�!�12����0��.��12 $.12����.�0��!2�20"�2#$.�0"��02.���2�"��0�2����/�.�/�.-

1� !���1
2.

• �0����0����1��2.�$.!.�2�!�12����.� � #� *��Gaussian��.2.� ���

• þ�/�.1� !��0��.���/�.���.�)�0"�2�"����10�"�

 +!�3 �2."���� �/�.3 !02����2����������� ���.!.���&�#� ��10�"��&/�� � � *�2.��&"

 2,1i,
12

exp
�12

1
)&(p

2

i

2

2

i =












 −
−=

�x
|x                            (7.15)

 )� #� . ���ü#��0�/0�.�.�)12.1���02.�*�2 #�x��.���i ��.���i�����1��2����2�"����1�"�&i,

/��./��� �

�

�

�

�
�[��[� i2i1i µ−+µ−=− ±x .

 
� �02+�2."�12�����1��2�"�g(x)�2���� �.!�������1#��!2�1��� ��.�2�12 �$0"�1#�.!2�-

10�"�/���!�1�"���.�2����0!��2&1��2 #�Bayesian 2.��� ��2����� �2.�

 ( )( ) ( )
2

2

i2
ii

12
�12ln&|pln)(f

�x
xx

−
−−==

 �.��0�0�/�� 2 �1�0��.��12.�0!�����.� 2 ��#� � ��1�)� 2�"�����12�"� 2���"��02.�*� f1(x) �.�

f2(x)�.!�0���.�#� � ��1 #�0�2���0��$�12����)�&�2 #�.!��2�� *��! 1�� #��ü#��0�/0�.�.-

�)12.1��2 #�x�.�)�2�"�/* ���10"�2���"��1��.���2�/��./��2���0��$�12��2&��2��+��||x-�1||

�.�� ||x-�2__��	0�����2 �/0���.�2.��� �0�2.��12������1��2�"� � �."�����1��2�����!�1�02.�

���1��120!.�12 �x����2.��� ��2�"�.#2)"�0��.����&12)"��.��&"�2.��� ��2�"�0��$�12�"

ü#��0�/0�."�.�)12.1�".

 �0!���"�3 !�"� � 2.��� ��2�"�.#2)"�$!�1�� � �0�2.���12&��.�� 0��� ��#� ��10�"�� #

/�.2#�+���.���.!.���&�/0���1$* #����ú��.�.��12�"��0!��2+10�"�.#2�"� �2.��� ��2�"�/0�

0��.��Bayesian��.���0� ���&"��/0��0��.�����2�12 "�&"��! "�2������.�)2�2.���� #"�

 ù"��0�� #�0���� �.�)�.�12 ��.��)�.#2)�2.��� ��2����ù�)�2 �� !�1�)�2 #�2.��� ��2�

0��$�12�"�.�)12.1�"��.��.�)�2�"���������.�����������02.��)2����0��3��0�.�.�)3.1�"��0!�-

�!�302.��.�)�2��

                                               f1,2(x)= ||x-�1||
2-||x-�2||

2                                                                         (7.17)     

 ��������������������������������� 0)()()()()(f 1
T

12
T

22,1 =−−−−−= �x�x�x�xx                      (7.16)
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 �.���02��.�)����0"��!��0�"��.2.��� #�0�12��1$�1�

 0)()(f 0
T

2,1 =−= xxwx                                            (7.18)

 )� #

 )(
2

1
�.� 2121 0 ��x��w +=−=

 þ������0��.����0��1&1����."�0#�0�."��ù�)�2 �1$��.�����3.��02.��)2����0#�0�.�.#2��0�-

�.�����01 ���02 "�2 #�0#�*�!.�� #�2���.2 "�� #�1#�/�0��2.�1��0�.�� #�.�2�12 �$ *�

12�"���10"�2���"����!���.2���)�.�2.�1��0�.����&�12���!.����.#2��.��$ #���1��.�)12.-

1�

 

 �$��.����: þ�0��3��0�.�.�)3.1�"�� #�.�2�12 �$0��12 ��2.��� ��2��0��$�-

12�"�ü#��0�/0�."�.�)12.1�"�0��.��#�0!0���0/ �

 .�)�2�"���10"�2���"���	.�1��0�.�12���.!�120!����0#!��0��.�����1��120!.�12����1��&1���.�

.#2��12��/0������0#!�����1��120!.�12����2��&2�����0����.��)��.����0��3��0�.�.�)3.1�"

0��.��0#�0�.��0���0/ � ��#�0!0���0/ ����.��0�.�*20!��2 #� l=2�/��12.1���� ���2.��� ��2�"�

/��./���0��.���!.����)"��ù#2)�1#��.��0����.2��#� ��1.�0�)2����.�)�0"�2�"����10�"� ��/�.-

1� !�"�0��.���/�0"��û0��0��.��/*1� � ��.�/�.��12+1020�)2���0��� ��/�.1� !�"�/0��0��.�� �-

/�0"�10�)�0"�2�"����10�"��2)20� ��0��3��0�0"�.�)3.1�"�� #��! �*�2 #��/0��0��.��#�0!0��-

�0/.�.����202!.�&����"�� !3�"����$��� �#�0!��.!.� � 0�/��� �#�0!�0��0�% 0�/��� �+�.��0-

!�11)20!0"��0�2 ��!0�0"� �0�/�.30!)�0� "�.�.��+12�"��.!.����02.��12 �>�@�

 �.!�/0���.����03.�.� #���

 �0���.��!)����.�$!�1�� � �0�2.����.��)� �$.!.�2�!�12��)���.� 2��� 2.���)��1�� 2&�

/0����2&��10�/* ����10�"�&1 �.��&2��0�a-priori ���.�)2�20"�P(&1)��.��P(&2)�����#�)�1#�-

��������.�)2�20"�.� � #� *��Gaussian �.2.� ��"��0���10"�2���"�����.��� .�2�12 �$.���.
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���0����1���þ�/�.1� !��0��.��1
2
��.����.�2�"�/* ����10�"���.�#� � ��120����2�����.2&-

3�� #�x0 � #�/�.$&!��0��2�"��0!� $�"�R1 �.��R2��)� #�.� 3.1�� #�0�&1 �.��&2 .�2�12 �$.�

 ù���2�1�

 �*�3&�.��0�2 ���.2��Bayes�2.��� ��2�� ���0!� $�"��.� !�� �2.��.�)�

 R1: P(&1)p(x|&1)>P(&2)p(x|&2)����.�  R2: P(&1)p(x|&1)<P(&2)p(x|&2)

 �2���2�����.2&3�� #� ��/* �� 1)2�20"�0��.���10"��.�� ��.�2�12 �$0"��.��*�0"�2��� �2.�

(�$��������ñ!.���2�����.2&3�� #��x0 �! �*�20��&"��*1��2�"�0��1&1�"
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 �2����0!��2&1��� #�2 ��!)����.��2.��2�2 � �+120� ���.��*�0"��.�0�$.���0!�11)20!.�.-

�)���.�1��0� �2 ��"����0��1&1���.�0�$0�� ��.�����*1��

 �.!�/0���.����03.�.� #���

 �0���.��!)����.��0�/* ��1 ���.�0"����10�"�&1��.��&2��.��/* � #1�+/��$.!.�2�!�12�-

���x1, x2��12 �/�1/��12.2 �$+! ��2.�$.!.�2�!�12����/�.�*1�.2.�10����0����1��.� � #-

� *��2�"��.2.� ��"

 




 +−=
2

xx
exp

�2

1
)&(p

2
2

2
1

1|x �.��� 




 −+−−=
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)1x()1x(
exp

�2

1
)&(p

2
2
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1

2|x

 û��02.��)2����.��!)2#� �$.!.�2�!��02.��.�)�2 �/���#1�.�$.!.�2�!�12��+���x=(0.3, 0.6)T.

�0�� �.����1��.���0���1*�3&�.��0�2 ��Bayesian�2.��� ��2��

 ù���2�1�

• �.!.2�! *�0�)2�� �����10�"�0��.���1 ���.�0"��P(&1)=P(&2))��.��)2��2.�/�.�*1�.2.�.-

� � #� *��Gaussian��.2.� ����.��12�"�/* ����10�"�� �ü��1�"��)�&"��! �*�20����01.

.�) 2��1*��!�1�� 2&���#�� 2�2&�����.�)2�2."� 2 #��.!./0���.2 "��0� 2��� �������� 2 

��2!+ �1#�/�.1� !�"���0��.��2 ��/� ��.��12�"�/* ����10�"��.������12.��1$*0��
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t

 ñ!.�o Bayesian�2.��� ��2�"� �1 /#�.�0���0�2 ��2.��� ��2��0��$�12�"�ü#��0�/0�."�.�)-

12.1�"��)�&"��/��0����1.�0�12���0�)2�2.������ ��*�3&�.��0� 2�"��.2.� ��"� 2 #��.!.-

/0���.2 "��$ #�0�
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 	)0,0(1 =� �.���� 	

2 )1,1(=�

 þ�ü#��0�/0�.�.�)12.1��2 #�$.!.�2�!�12�� *�/�.�*1�.2 "�x�2 #�2 #����&12 #��!&-

2*� #� � .�)� 2�"� ��10"� 2���"� 0��.�� �����������G ��

�
=+=ε � �.�

�����������G ��

�
=+=ε ��ñ!.�2 �/0���.�2.��� �0�2.��12������1��&1������1��2����2�"

 � �."�0#!�1�02.�����1��12!.�12 �x.

 ñ1��1��ù#2 .�� �)��1�"����03.�.� #��

 ,0&!0�120���.��!)����.���."�/��12.1�"��l=1)��.��/* ��1 ���.�&�����10&�����0����0

��.�.�)�2�"����10�"�2 �$.!.�2�!�12��)�.� � #�0��2���Rayleigh��.2.� ��

 














<

>−
=

0x,0
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12
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exp(
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x

)&|x(p 2
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2

2
ii

 �.�#� � ��120��2 �1��0� �x0  2 #��.2&3�� #�� #�/�.$&!��0��2�"�/* ��0!� $�"�R1 �.��R2.

 ü��	þ	ù���� �ù�ù,
�ù�3$5=(1

 �2�"��! �� *�0�0"� 0�)2�20"��0&!�1.�0�)2�� ���#��)2�20"����.�)2�2."� )&(p i|x ��.

���0����1��0��.����&12�"����2���0�)2�2.�.#2���.��."�.�.1$ ��10��2 ��+"� ��1#�.!2�-

10�"�.#2�"�0�2��+�2.��.�)�2.���/�.�*1�.2.�2 #�1#�)� #�0��.�/0#1�"�����	.#2)$! �.���

�0� / � ��.�.#2���.��."�.� ��0��2 �/!)� ���.��.� !�1 #�0���.��� �2.��� ��2��

 þ� 0�2���1�� 2&�����&12&��1#�.!2�10&�� )&(p i|x /0��.� � #�0����� � �� �)/! � 

�.��#��!$0������+!.��0�)/&���.��3�� 1 3�+���! 1����1�"�2 #��! ����.2 "�� ��2 � >�@

#��!$0����.��� � 0�202.������.! #1�.1�� 2 #��! ����.2 "�� ��2��� �.! *1.� 0�)2�2.� �.

�! 10���1 #�0�2 ��!)����.��0�1��0� �0�����1�"�2 ���&12)��."��12)�!.��.��12 �� � -

/��12.2 �$+! �

 ò12&�)2����� #�0��.��! 10���1 #�0�2����#��)2�2.����.�)2�2."�p(x)��2�"�2#$.�."��0-

2.���2�"�[��0�/0/ ��� �2 �1*� � �N �02!�10&���2 #�x, 2 �� ^x1,…..xN} ��õ�&"�3.��0-

2.��12 ��$������$&!�� #�0�2 ���� �.�2&���!.��.2��+��.!���+��10�/�./ $����/�.12��.2.

0*! #"�h����2��1#��$0�.��02!��0��)1.�.�)�2.���12 �$0�.�2 #���0����2 #��12 ����0�/��-

12��.��.���.2.1�0#�� #�0�2 � �12)�!.��.�� ������02 "��� �."�.�2�12 �$0��12 ��.!���)

2&��/0����2&��.���/��12��.�
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 �$��.���� �! 11����1���#��)2�2."����.�)2�2."��0��12)�!.��..

 

 ü���k�0��.�� �.!���)"�/0����2&��� #��!�1� �2.��10���� � �/��12��.��2)20������.�)2�2.

�.��! �*%0��2����2 #�x 12 �1#��0�!���� �.#2)�/��12��.��.�0��.����.2���! 1����1����1�

�0

 k/�P ≈                                                              (7.19)

 �2��1#��$0�.���0&! *�0�)2�����#��)2�2.����.�)2�2."�12 �/��12��.�0��.��12.�0!����.

)�.�2.�1��0�.�� #�.��� #��12 ��/� �/��12��.��ñ!.�����#��)2�2.����.�)2�2."���.�2 ��.-

!.���&�/��12��.��! 10����02.��.�)

 
N

k

h

1
)x̂(p̂)x(p̂)x(p ==≈  ,    

2

h
x̂x

2

h
x̂ +≤≤−                               (7.20)

 )� #� x̂ �2 ���1 ��2 #�/�.12��.2 "���þ��.!.���&�/�./��.1�.�0�.�.�.����02.����.�)�.�2.

/�.12��.2.��ù� /0���*02.��)2���0����.���� S�x��0��.��1#�0$�"�1#��!2�1������ 2 �0*! "�h

20��0��12 ���/�������2.����.��k 20��R#��12 � ∞ ��0�2!)� �+120� ��)� "�k/N �.�20��0��12 

��/����2)20�����! 1����1�� )x(p
�

�20��0��12���p(x), ∀ x∈R.

 ����.!.���&�#� ��10�"�0��.��� �*�� ����"�� ��."����0�)2��2 �0*! "�2 #�/�.12��.2 "

�!��0���.�20��0��12 ���/����+120��.��$0���)��.���#�)�01��12.�0!�"�2���"�10�)� �2 �/��-

12��.���.�1#�0$��S�x)),  �.!���)"�2&��/0����2&�����.�0��.��� �*��0��� "��.��2.#2)$! -

�.� �.!���)"�2&��/0����2&��k�10����0�/��12��.��.�0��.��0��1�"��0��� "��+120���0�2���-

1��2&�����.� 2�2&���.�0��.���.���� �û0/ ��� #����.�.�)2�� �.!���)"�2&��/�.12���2&�

0��.��� �*��0��� "��h Æ����� �.!���)"�2&��/0����2&��� #�.�2�12 �$0��10����0�/��12��.

0��.����.����!)�� 1 12)�2 #����k/N Æ 0).

 ò�."���� "�2!)� "���.��.��!�% #�0�2���������� #��.��."�/�0#� �*�0��12��1#��$0�.

��.��0���0*10�"��0��.�� �0��"����!�� #�0�2��1#��!2�1��3�x)
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)x(3                                                      (7.21)
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 �!���.2���.�)�2 �� !�1�)�������$ #�0�)2�
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 �0����.��)��.��.�2��.��12 *�0�12����������2���2����2 #�x, )� #���� #�0��.�0�2���1 #-

�0�2���S(x���	)20�2 ���! �1�.��1 *2.���0�2 ��.!���)�2&��/0����2&��2 # � � #��!�1� -

�2.��12 �/��12��.�0*! #"�h��2 � � � ��$0��&"���1 ��2 �1#��0�!���� �x.

 þ�������0���0*02.����01.���.�2����0!��2&1��2&��� ��+��/�.12�10&���/��./�
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 )� #���
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=
.�� *0

,...,2,1j,
2

1
x ��.1

)(3 j l
x                         (7.24)

 �.��xj��� j�/��12.1��2 #�x.  H (7.23) �.���� �7.24) 0��.��.�)!! �.�2 #�2!)� #�� #��.2.-

1�0#�� #�0��12 �!���.2.�12 ��� �#/��12.2 �$+! ���	����1��/�.12���2&��0*! #"�h�2��

�.�!� #��#�0!�*� ��.���"�h �.��)�� #�hl.  �.2¶�.�.� ��.��0�)1.�0��.�0��.!.���&�� �

��������.����������."����0�)2�����.��.��! 10���1 #�0�2��� )(p x ���.��12 *�0�2 �x����2! �0-

�)"�#�0!�*� #�.���"�h���02! *�0��)1.�.�)�2.�1��0�.�2 #�1#�)� #�0��.�/0#1�"��!�1� -

�2.��0�2)"�2 #��*� #�.#2 *��.����p(x��/��02.��.�)�2 ������ �2 #�.!��� *�.#2 *��0�2 ���-

�)�0� ��hl.

 �� !0���.�.� /0�$�0��)2�����! 1����1����������0���0*02.��.��12����1��2�"�3����12��

������� $!�1�� � ��� *���.�����0"�1#�.!2�10�"��#�)� 2��� �! (�)�01�� )2�� ���! *��  !�-

1���0"� 1#����0"�� ���� 1#�.!2�10�"� .#2�"� 0��.�� ��&12�"� �.�� &"� �.!��#!.� Parzen�� �þ

Gaussian�1#��!2�1���0���1��2�������.��/�.1� !����0��.����.�2�2 �.�1#��!2�1����+�.��0-

!�11)20!0"��0�2 ��!0�0"� �.�.��+12�"��.!.����02.��12 �>�@�



 

 

 139

 +�.��.�/ *�0�2+!.��+"�)�.�2.��.!.���&�0�1&�.2+� �2.��12 ��!)����.�2�"�2.���)-

��1�"���2 �����.�.������/��02.�� �.��)!��� "�2.���)��1�"�0�)"��! 2*� #���0�/���#1�.

$.!.�2�!�12��+�� x,� �0� 2�� ��� / � 2&�� �.!.�*!&��Parzen. 	 � �!)����.� �0!��.����0�

/* ����10�"��2�"�&1��.��&2��0��1��.���2  .�2�12 �$.�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"�

þ�0��� ���2 #�h .� 20�0����.��!�1�� ����.�2 #�.�� !��� #��õ�&"���&!�� #�0��/���

2����2 #��!��0���.�20��0��12 ���/����.����2)20� �.!���)"�2&��/0����2&��0��.�/0#1�"�� #

�0!��.���� �2.��12 ��.�2�12 �$ �#�0!�*� ��.�0��.����/0���)"��/0/ ��� #�)2��12����!�-

��� 2 ���0��.�����2.��0�0!.1��� ���	 �h � ��)��0�����02.��)1 ����02.���� ����!)�.���

.!�02���0��� �+120�2.�k1, k2��.��$ #����.� � ��2����2����

ü���#� �02 *�2.���0���0#���0"�1#�.!2�10�"�&"��.!��#!.��2)20�$!�1�� � �0�2.��������

�0��1��.���2�12����1��2 #������.�2���p(x_&1���.��p(x_&2���.�2�12 �$.�

ñ1��1��ù#2 .�� �)��1�"����03.�.� #��

û��02.��2 �/���#1�.�x=(0.5, 0.6)T���� �.�.�)�2.��.!.��2&�/�.�*1�.2.�.��� #��12 �

ï#�0!�*� ï��202!��&� ���2����0!��2&1��.#2��l=2���0�.����h=0.4 �.�����2! �2 �x.
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==

==

[[

[x

ü��	þ	ù� ���� � 
����+ÿ����� �
���	þ	ù�� �ÿ,ù��	þ-
	ù��ù���	�
��k���þ�ÿü�	ü��
��+üÿ	��ü�

�2����� / ��.!.�*!&��Parzen�����! 1����1��2�"��#��)2�2."����.�)2�2."�10���� � 

1��0� �x�����0��0���1��2 ��.!���)�2&��/0����2&��0��.�/0#1�"��.�)����0����1���� #�0-

��0!��$ �2.��10� ��.�12.�0!)�)�� �hl
��*!&�.�)� 2 �x�� ��2����.! *1.� 0�)2�2.��.�.�2�-

12!�% #�0�2 #"�!)� #"���ù�2���.�$!�1�� � ��1 #�0���.��0!� $��12.�0! *�)�� #��.#��-

� #�0�12./�.���2 ��)�� �2�"��0!� $�"��*!&�.�)�2 �x����$!�"�)2 #�0�2 ��12 *��0�2)"�.#-

 ���.�."�������ù��)!��� "�	.���)��1�"��0�2����� / �2&���.!.�*!&��Parzen.

�!)����.��0�/* ����10�"�

• ü����� #�0��.2�����.�2  h

• 
� � ��� #�0�2�"�.� 12�10�"�2 #�x�.�¶�)�.�2.�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"���.���!.2��0�0-

�0��.�2.� � �.��!�1� �2.��0�2)"�0�)"�#�0!�*� #�.���"�h��0����2! �2 �x.���0����.��)-

��.�0�0��.�2.�xi���.�2.� � �.� �1$*0�� l| 1,2,...,jh/2,|xx jij =≤− �� �ù�)�.#2��."�#� ��-

1 #�0�)2���!����.��k1 �.��! �!$ �2.��.�)�2������1��&1��.��k2�.�)�2������1��&2.

• ü��� ( ) ( ) �3�º�1N�1N�3�º
������

> ���2.��� � *�0�2 �x�12������1��&1��/�.3 !02����12��

���1��&2.
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2�"�k�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"���	 �k�0��.����."�.��!.� "�� #��! 0�����02.����ü���V�0��.�

 �)�� "�2�"��0!� $�"�� #��0!��.����0��2.�k�/�.�*1�.2.��2)20��! 10���� #�0�2������&-

12��2����2�"��#��)2�2."����.�)2�2."�p(x) &"

)(NV

k
)(p

x
x ≈

)� #��� �.!���)"�2&��/0����2&��0��.�/0#1�"���.�2����.2.� ���p(x) �.��V(x)� �.�2�12 �-

$ "�)�� "��� #�/��02.��&"�1#��!2�1��2 #�x���.��.�/��+10��)2�� �)�� "�.#2)"�0�.!2�2.�

.�)�2���0��12 20���1����ù� /0���*02.��)2��)2.��2 � ∞→k  �.�� ( ) 0N/k → �����! 1����-

1��.#2��1#�����0��12���2����p(x) ([1]).

ü�0�/��0* �2."�2.��.!.���&�12 ��!)����.�2�"�2.���)��1�"���.����.�2����0!��2&1�

/* ����10&������0���0#1����.��0!�11)20!0"����10�"�0��.���! 3.��"���! �*�20�� �.��)-

!��� "�2 #����.�.������+�.��2���03.!� ���2 #�.�� !��� #�/�.��2 #�0����1��.���2�/0��-

�.2.�0��.�/0#1�"�.�)�2�"����10�"�&1��&2�.�2�12 �$.�    

�.!.2�!�1��

1. �� ! *�0��.�0����� #�0�/�.3 !02���"�2���"�2 #�k���.�2�"�/* ����10�"�

2. þ��0!� $��� #�0�����02.��/0��0��.��.�������.�0��.��#�0!�*� "�� ��� !0���.��$0���.�

���0"�� !3�"��)�&"���.��.!�/0���.�#�0!13.�!.�� �ù#2)�/�0#� �*�0��12���#� � ��1�

2 #�.�� !��� #�� �
� � ��� #�0�2�"�ü#��0�/0�0"�.� 12�10�"�2 #�x�.�¶�)�.� 2.�/�.�*-

1�.2.����0����1�"���.2.2�11 #�0�2.�20�0#2.�.��.2��.*� #1.�10�!��.�)12.1�"���.�

#� � ��� #�0�2 #"�.�2�12 �$ #"�)�� #"�2�"�#�0!13.�!."�� #��0!��.���� #��k�/�.�*-

1�.2.���.��.�0����.�)�2�"����10�"�

 �.!�/0���. �� �03��.� �

• �."�/�/ �2.���1�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"�.�)�2���&1��.���2�.�)�2���&2.

• ü����� #�0�2 �k

• �0����2! �2 �x�.#��� #�0�12./�.���2 ��)�� �2�"��0!� $�"�+120��.�1#��0!���-

3� *��N�/0���.2.�.�)�2������1��&1��.��k�/0���.2.�.�)�2������1��&2�� ����.�2�-

12 �$ ��)�� ���.�0��.��V1 �.��V2.

• ü��� ( ) ( )
������

91�N��391�N��3 ω>ω � 2.��� � *�0� 2 � x 12��� &1�� /�.3 !02���

12���&2.

 ���.�."�����ù��)!��� "�	.���)��1�"���.1�1��� "�12���0�2���1��2&���#�� 2�2&�

���.�)2�2."��0�2����� / �2&��k ���1��120!&���0�2)�&��
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 �$��.����

 �2 ��$������/��02.�����0&�02!�.

�.2.� ��"� 2&�� $.!.�2�!�12��+�

/�.�#1��2&��.�)�/# ����10�"��	.

/�.�*1�.2.�2�"�&1 �1#�� ��� �2.�

�0�µ∗¶�.��2�"�&2��0�µ•¶�	 ������.��-

$0����0#!��������.�2.��� ���0��2 

/���#1�.� ���������
	
�� 1*�3&�.� �0

2�� ��� / � 0�2���1�"� 2&�

�#�� 2�2&�� ���.�)2�2."� �0� ��1�

2 #"� �� ���1��120! #"� �0�2 �0"�

û��02.��3�&1� �3�&2)=1/2.

ù���2�1�

 
� � ��� #�0�2�"�.� 12�10�"�)�&��2&��/�.�#1��2&��2�"�&1�.�)�2 ����������
	
��	.���-

�20����1��120!.�0��.�� 2.�� ���������
	, (0.7,0.7)	, (0.6,0.7)	, (0.6,0.6)	, (0.6,0.5)	 �.���!�-

1� �2.�� 0�2)"� 2 #� �*�� #� � #� �$0�� ���2! � 2 � 1��0� � ���������� �.�� .�2��.

�� ������ + = ���� × ≡!�� ü�.�.�.���� #�0� 2�� /�./��.1�.� ��.� 2.� ���20� �� � � �2���

1��0�.� 2�"� ���1�"� &2�� ù#2�� 0��.�� 2.�� ���������
	, (0.8,0.5)	, (0.9,0.6)	, (0.8,0.7)	,

(0.9,0.8)	��.���!�1� �2.��0�2)"�2 #��*�� #��0����2! �2 �1��0� ������������.���0�.�2��.

!ï �� ������ + = ���� ×  �!�� 	.� /�.�*1�.2.� 0��.�/0#1�"� � #� /�.��2 #�0� 0��.�

�1 �����.�2������1��&1 �.���2 �����.�2�������1��&2��ò$ #�0�

 2
1�!�

5

2

1
= 

01.02�63
5

2
1

⋅⋅⋅
⋅  ����������.��������� ( )2

2 !2��

5

2

1
= 

01.024�59

5

2

1

⋅⋅⋅⋅
⋅ =0.17.

 û��./��2 ����������	 2.��� �0�2.��12������1��&1.

ü��	þ	ù���� 	ù�ÿ���þ	ü����þ�ÿü�	ü�þ��+üÿ	�ÿù�þ�

��.��.!.��.���2�"��! �� *�0��"��0�)/ #��."� /��0��1¶���.��� �2.��� ��2��� ��2�"

�! �� *�0�0"��0�)/ #"��2 �1��0� �.302�!�."��2.�����2.� �Bayesian 2.��� ��2�"��.�� �

/��3 !0"� 20$����"� �2.�� /�.3 !02���"� .�)�0�!0"� 0�2���1�"� 2&�� 0���0� ���&�� pdf’s.

�2���0�)2�2.�.#2���.�³.�0�0#�0!&� *�0´����.��!+2��3 !���.�)�2 ����2�12 �2.��� ��2��

	 �1�0�2��)�� #�/01�)�0��12 ��� �2.��� ��2��0��.��.��)���+�.�2���2.���)��1��2 #����&-

12 #��! 2*� #��.� � #� *�0�2.����.2.�

• ü����� #�0���.�k���0!�22)���.�2����0!��2&1��2&��/* ����10&��

• �0����2! �2 �x�.#��� #�0�2 ��)�� �2�"��0!� $�"��&"�)2 #��0!����0��1#� �����k�/�.-
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�*1�.2.�0��.�/0#1�"����02! *�0��)1.�.�)�.#2��.��� #��12������1��&1��."�� *�0�k1

�.���)1.�12������1��&2���12&�k2.

• 	.��� � *�0�2 �x�12������1��&1�0���k1>k2 �.��/�.3 !02����12������1��&2�� �+�.��0-

!�11)20!0"����10�"��2.��� � *�0�2 �x 12������1��� #�0��! 1&�0�2.���0�2 ��0�.�*20-

! �.!���)�/�.�#1��2&��.�)�2.�k 1#� �����

 þ�.�� *120!��0�/ $��2�"��0�)/ #�.#2�"�0��.��)2.��k=1�� ��0����.��)��.��)2.���."

/��02.��2 �x, #� � ��� #�0�2���.�)12.1��2 #�.�¶�)�.�2.�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"�2 #���

�.��2 �2.��� � *�0�12������1���12��� � �.�.���0��2 ����1��120! �12 �x�.�)�2.�/�.�*-

1�.2.�0��.�/0#1�"��ù� /0���*02.��)2��� �.��)"�.#2)"�2.��� ��2�"����1��120! #��0�2 �.

�� !0���.� /���10��10���.� � ��2����.� 20��1�.2.�)2.�� �.!���)"���2&��/0����2&��0�-

�.�/0#1�"�0��.��.!�02���0��� "���!���.2���.���0&!�1 #�0�)2�� 2 �� ∞→ �.��1#�� ��-

1 #�0��0��ú�2���0��$�12�����.�)2�2.���� #"�� #�.�2�12 �$0������.�.��12 ��Bayesian�2.-

��� ��2��� 2)20������.�)2�2.���� #"� 2 #� 2.��� ��2�� ���1��120! #� �0�2 �.� �k=1)�����,

3!�1102.��>����@�.�)�

 BNNB P2PP ≤≤

 û��./���2 ���� "�� #��.���� #�0��.�0��.��2 �� �*�/����1� �2 #�Bayesian 2.��� ��2��

+�.� ���!�"� 2���"� 2 #� PB� .#2)� /0�� 0��.�� �.�)�� � +�.� �.!�/0���.�� 0��� �ú ������ 2)20

01.0PNN ≤ ������ "�2�"�2���"����/0��0��.���.�)���,.��!��0������.�.���.�2 ��120��)2����-

���.#2�"�2�"�2���"�.�2�12 �$ *��10�³0*� �.´��! ����.2.��/��./��10�0*� �.�/�.$&!�1�-

�0"����10�"�

 	�� "����.� 2����0!��2&1��)� #�k>1�#��!$ #��� 0��1�"�� 0�/�.3�! �2.�.� 20��1�.2.�

+�.� N → ∞ � �� !0�� �.� .� /0�$�0�� )2�� �� ���.�)2�2.� ��� #"� 2 #� 2.��� ��2�� k-

���1��120!&���0�2)�&����kNN, 3!�1102.��.�)�>�@�

 N�3�333
11%N11%

+≤≤

 �! 3.�+"����.� ∞→k  BkNN PP → ���õ�.�.#2������.�.��.�.�2 *���0���.����.� k��� #����-

�.�.��12����!�������0���� ��.!��2 ���.�)�.�.� 20� *����	.#2)$! �.�/��� #!� *��� �*

#%���"�#� � ��12���"�.�.�2�10�"��/0/ ��� #�)2�����0�3 !���.��!��0���.�#� � ��� �2.�

 �����1��120! ���0�2 �0"���1.�.�)���.��0��� �.!���)�/0����2&��� �+�.���.�0�20��120!�

1#��2�1�� �0�/�.30!)�0� "�.�.��+12�"��.!.����02.��12.�>�������@�

�.!�/0���.����03.�.� #��

	.�/�.�*1�.2.�0��.�/0#1�"���.�/* ����10�"�&1��&2�0��.��

+�.�2���&1:
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x1=(3.1,2.5)T, x2=(5.6,7.1)T, x3=(8.2,2.4)T, x4=(3.4, 3)T, x5=(4.3,8)T, x6=(10,11.1)T

x7=(5.5,3.5)T, x8=(5.7,2.5)T, x9=(5,3)T.

+�.�2���&2:

x10=(3.1,3.9)T, x11=(4,1)T, x12=(7,2)T, x13=(3.5, 3.5)T, x14=(4.5,3.8)T, x15=(5.2,2.6)T

x16=(7.5,2.8)T, x17=(5.5,2.5)T, x18=(6,4)T.

�.�2.��� ���0��2 �x=(4,3)	�1*�3&�.��0�2 ��2.��� ��2��k=3 ���1��120!&���0�2)�&��

ù���2�1��


� � ��� #�0�2�"�.� 12�10�"�2 #�x�.�¶�)�.�2.�/�.�*1�.2.�2&�����10&��&1�&2�� �	.

2!�.����1��120!.�12 �  x /�.�*1�.2.�0��.��2.�x4 (&1), x13 (5&1���.��x14 (&2����0�ü#��0�-

/0�0"�.� 12�10�"�d4=0.60, d13=0.71 �.��d14=0.94, .�2�12 �$.�� ����.� 12�10�"�)�&�� 2&�

���&��1��0�&��0��.���0�.�*20!0"���*�3&�.��0�2 ��2.��� ��2��k=3 ���1��120!&���0�2)-

�&��2.��� � *�0�2 �x�12������1��&2��03)1 �� ��/* �.�)�2 #"����1��120! #"��0�2 �0"�.-

��� #��12����&2.

 ñ1��1��ù#2 .�� �)��1�"����03.�.� #��

 +�.�2 ��!)����.�2 #��.!./0���.2 "�������.�2.��� ���0��2 �x=(6.2,4.3)	 1*�3&�.��0

2 ��2.��� ��2�����1��120!�"��0�2��.1�"��N �.

 ñ1��1��ù#2 .�� �)��1�"����03.�.� #��

  �&12) ��� "

1. þ�0��� ���2&�� #1�&/+��$.!.�2�!�12��+���!��0���.����02.���0�2�2 � 

2!)� �+120�.#2���.��$ #��2����/�.�2������.�)�.�2.�12 �$0�.���."����1�"�

 

2. +�.��.��#�0��2 ��!)����.�2.���)��1�"�/* ����10&��$&!�� #�0����2.

2 ��/�1/��12.2 �$+! ��2 �0���0/ ��10��0!� $�"��.�0����.�)�2�"� � �0"��.

.�2�12 �$0��10���.����1��

 

3. ò�."� ��.2��Bayes�2.��� ��2�"�12���0�2 #!��.�2 #��.! #1���0��13��-

�.2.��)�&"�1#��.��0���.���0� � � /�� 20���� �2.��� ��2���þ����.�)2�2.

)�&"��.�1#��0����.�13���.�0��.����0��$�12��/#�.2��

4. ��2.��� ��2�"�0��$�12�"�ü#��0�/0�."��.�)12.1�"�0��.����.��.!.��.��

2 #�Bayessian 2.��� ��2�����¶�.#2)�0��2#�$��0�����2.����.�)2�2.�13���.-

2 "�3ED�0��$�12����1���0�2 #�2.��� ��2��Bayes, PB.

 

1. ���þ�2.���)��1���0�2���20$�����2&���.!.�*!&��Parzen /0��.�.�20���.-

���.���01 �#� � ��1�)���.�12.2�12����12 �$0�.�2&�����10&��� #�2.��� -

� *�0�
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 ���þ�2����2�"����.�)2�2."�13���.2 "�PNN 12 #"�2.��� ��2�"����1��120-

! #� ��0�2 �.�0��.�����2.� �1���0�2������.�)2�2.�13���.2 "�PB 2 #�Bayes

2.��� ��2��

 

 �*� %���03.�.� #

 �2 ���03��.� �.#2)�����0���.�1#� �2�����0!��!.3��2 #�2!)� #�0��� ��"�2&�� #1�&-

/+��$.!.�2�!�12��+���0�2.� � �.��0!��!�3 �2.��2.��!)2#�.�0�)"�1#12��.2 "� 2.���)-

��1�"���2��1#��$0�.��.! #1��12��0����.2�� !�.�2&���20$���+��2.���)��1�"��� #�12�!�-

� �2.��10�12.2�12���"��0�)/ #"���2.���.�1�.�2&��20$���+��.#2+����&!�1.�0�2 ��2.��� -

��2��Bayes, ��.�+"��.��2 #"�2.��� ��2�"�0��$�12�"�.�)12.1�"��ü��1�"���&!�1.�0� 20-

$����"��! 1����1�"�2&��1#�.!2�10&���#��)2�2."����.�)2�2."�� �� � �0"� /�� *��10��0-

�)/ #"�2.���)��1�"��)�&"�2��$!�1��2&��k ���1��120!&���0�2)�&���� 2 #�0�)"����1��-

120! #��0�2 �.�
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 7.1

 �*�3&�.� ��0�2R��Bayesian 2.��� ��2�� ��/* ��0!� $�"�R1, R2 �.� !�� �2.��.��� �.

�0�2 �� �.�.�)�2�"�� 1)2�20"�P(&1)p(x|&1���.��P(&2)p(x|&2��0��.���0�.�*20!����2���2���
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  |xi1-x1|  |xi2-x2|  |xi1-x1|<h/2 �.��|xi2-x2|<h/2
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