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Πρόβλημα 2 σελ48 Mewman
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Τα μαθηματικά περιλαμβάνουν τη θεωρία του «Τυχαίου περίπατου (random walk)»

Κίνηση Brown

Όνομα: από τον βοτανολόγο Robert Brown (1827) 
μικροσκόπιο [παρατήρησε στο μικροσκόπιο την 
κίνηση κόκκων γύρης σε νερό]

Σημασία:
- Υποστήριξε την ατομική θεωρία
- Τα μαθηματικά που υποστηρίζουν την περιγραφή της συγκεκριμένης κίνησης βρίσκουν εφαρμογές:

Μαθηματικά
Μηχανική
Βιολογία
Χημεία κ.α.

Στις περισσότερες περιπτώσεις η κίνηση περιγράφει διεργασίες μεταφοράς (transport processes)
Διάχυση αέριων ρύπων
Διάχυση Ca στα οστά
Διάχυση θερμότητας σε στερεά
Κίνηση φορέων ρεύματος σε ημιαγωγούς
Κίνηση φωτονίων στο εσωτερικό του ήλιου κ.α.



Κίνηση Brown σε μια διάσταση

-Κινείστε σε μια διάσταση και στη χρονική στιγμή t=0 βρίσκεστε στην αρχή του άξονα. 
-Μπορείτε να βαδίζετε κάνοντας ένα βήμα τη φορά, πριν όμως «στρίβετε νόμισμα» εάν φέρετε κεφαλή πάτε ένα 
βήμα μπροστά, εάν φέρετε γράμματα πάτε ένα βήμα πίσω. Το βήμα σας έχει μήκος μονάδα.
Μετά από έναν αριθμό Ν βημάτων ποια η πιθανότητα να βρίσκεστε σε συγκεκριμένη θέση στον άξονα και 
πόσο μακριά από την αρχή του άξονα κατά μέσο όρο από το σημείο εκκίνησης;

Πρόβλημα: 

Ορίζουμε τη συνάρτηση πιθανότητας fN(n) που δίνει την πιθανότητα μετά από Ν βήματα να βρεθείτε στη θέση n 
πάνω στον άξονα.

Για N=0 f0(0) = 1
Για Ν=1 f1(-1) = ½ , f1(1) = ½
Για Ν=2 f2(-2) = ¼, f2(0) = ½, f2(2) = ¼
…
Για Ν=4 f4(4) = 1/16 = f4(-4) , f4(2) = 4/16 = ¼ = f4(-2) , f4(0) = 6/16 = 3/8

Τρίγωνο του Pascal

2Nf(n)

(α+β)Ν



Κίνηση Brown σε μια διάσταση

Πώς μοιάζουν αυτές οι πιθανότητες?

x1=+1, -1

H μέση τιμή του τετραγώνου του μήκους της διαδρομής

Ανάπτυγμα N όροι με            και N2-N με τη μορφή που είναι μηδέν

Και μετά από Ν βήματα:

Η τετραγωνική ρίζα της μέσης τιμής του τετραγώνου της απόστασης από την αρχή είναι n1/2 [         ]1/2 = Δxrms

Η rms απόκλιση από τη μέση τιμή 

68.2% πιθανότητα Δxrms Δxrms

N N



Δ𝑥 ଶ = 𝑁𝑑ଶ

Διάχυση – diffusion / Stokes - Einstein

R=NAk

r r



Φωτόνιο από το κέντρο του Ήλιου στη Γη…
Average mean free path for a photon inside the sun: 0.01 cm

































ΚΛΕΙΣΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ: σύστημα το οποίο δεν ανταλλάσσει μάζα με το περιβάλλον και η 
συνολική δύναμη που ασκείται από το περιβάλλον σε αυτό είναι μηδέν























Δύο κοινές μορφές δυναμικής ενέργειας 

• Η βαρυτική δυναμική ενέργεια αποθηκεύει το 
έργο που παράγεται κόντρα στη βαρύτητα:

• Η βαρυτική δυναμική ενέργεια αυξάνεται 
γραμμικά με το ύψος y

• Αυτό αντικατοπτρίζει τη σταθερή βαρυτική
δύναμη κοντά στην επιφάνεια της Γης

• Η ελαστική δυναμική ενέργεια αποθηκεύει το 
έργο που παράγεται κατά την επιμήκυνση ή τη 
συμπίεση ενός ελατηρίου ή άλλων ελαστικών 
συστημάτων:

• Η ελαστική δυναμική ενέργεια αυξάνεται
τετραγωνικά με την επιμήκυνση ή συμπίεση 
x

• Αυτό αντικατοπτρίζει τη γραμμική αύξηση 
της δύναμης του ελατηρίου











Επίλυση προβλημάτων που αφορούν τη 
διατήρηση της μηχανικής ενέργειας 
• Ερμηνεύστε το πρόβλημα για να βεβαιωθείτε ότι όλες οι δυνάμεις 

διατηρητικές, επομένως η μηχανική ενέργεια διατηρείται. Προσδιορίσετε 
την ποσότητα που ζητά το πρόβλημα, η οποία μπορεί να είναι η ίδια η 
ενέργεια ή μια άλλη σχετική ποσότητα

• Αναπτύξτε το σχέδιό σας για την επίλυση του προβλήματος σχεδιάζοντας 
το σώμα σε μια κατάσταση στην οποία μπορείτε να προσδιορίσετε τόσο 
την κινητική όσο και τη δυναμική ενέργεια και στη συνέχεια στην 
κατάσταση στην οποία μία ποσότητα είναι άγνωστη. Σχεδιάστε επίσης 
απλά ραβδογράμματα που υποδεικνύουν τα σχετικά μεγέθη των ποικίλων 
μορφών ενέργειας

• Γράψτε την εξίσωση K + U = K0 + U0

• Υπολογίστε για να επιλύσετε για την άγνωστη ποσότητα, η οποία μπορεί 
να είναι κάποια ενέργεια, η επιμήκυνση ενός ελατηρίου, η ταχύτητα κ.λπ.

• Αξιολογήστε τη λύση σας για να διαπιστώσετε ότι η απάντησή σας είναι 
λογική, ότι περιλαμβάνει τις κατάλληλες μονάδες και ότι είναι σύμφωνη με 
τα ραβδογράμματά σας



• Ένα πιστόλι ελατηρίου με βέλη
• Ποια είναι η ταχύτητα του 

βέλους;

• K + U = K0 + U0 γίνεται

• Επομένως, όπου x
είναι η αρχική συμπίεση του 
ελατηρίου 

• Ένα ελατήριο και η βαρύτητα
• Πόσο ψηλά φτάνει το κιβώτιο;

• K + U = K0 + U0 γίνεται

• Επομένως

Παραδείγματα



 ΑΔΙΑΦΟΡΗ ισορροπία



Καμπύλες δυναμικής ενέργειας
• Οι καμπύλες δυναμικής ενέργειας 

αναπαριστάνουν τη δυναμική 
ενέργεια ενός συστήματος  ως 
συνάρτηση της θέσης και άλλων 
ποσοτήτων που αντιπροσωπεύουν 
τη διαμόρφωση του συστήματος

• Ένα σώμα με μια δεδομένη συνολική 
ενέργεια μπορεί να είναι 
«παγιδευμένο» σε ένα «πηγάδι 
δυναμικού» που δημιουργείται από 
τα σημεία στα οποία η συνολική 
ενέργεια είναι ίση με τη δυναμική 
ενέργεια

• Αυτά τα σημεία είναι σημεία 
αναστροφής, πέρα από τα οποία 
ένα σώμα δεν μπορεί να κινηθεί 
δεδομένης της σταθερής συνολικής 
του ενέργειας

• Καμπύλες δυναμικής ενέργειας 
για το βαγόνι ενός τρένου λούνα
παρκ με τρεις διαφορετικές 
συνολικές ενέργειες:



Δύναμη και δυναμική ενέργεια
• Η δύναμη είναι μεγαλύτερη στα σημεία όπου το γράφημα είναι 

απότομο –δηλαδή εκεί όπου η δυναμική ενέργεια μεταβάλλεται 
ταχύτερα

• Μαθηματικά, η συνιστώσα της δύναμης σε μια δεδομένη 
κατεύθυνση είναι η αρνητική παράγωγος της δυναμικής ενέργειας 
ως προς τη θέση σε αυτή την κατεύθυνση:



Καμπύλες δυναμικής ενέργειας για 
ένα μόριο

• Οι καμπύλες δυναμικής ενέργειας μας βοηθούν να προσδιορίσουμε τη 
δομή συστημάτων, από μόρια μέχρι μηχανικά συστήματα ή πλανήτες.

• Η καμπύλη δυναμικής ενέργεια για ένα ζεύγος ατόμων υδρογόνου 
αναπαριστάνει τη δυναμική ενέργεια ως συνάρτηση της ατομικής 
απόστασής τους

• Το ελάχιστο στο γράφημα δείχνει
την ενέργεια διαχωρισμού του
μορίου H2

• Είναι πρακτικό να ορίσουμε
τη μηδενική δυναμική ενέργεια
όταν τα άτομα είναι απείρως μακριά

• Τότε οι αρνητικές ενέργειες
αναπαριστάνουν δέσμια συστήματα
του μορίου του υδρογόνου.

• Οι θετικές αναπαριστάνουν διαχωρισμένα άτομα υδρογόνου

Δυναμικό Morse (π.χ. διατομικό μόριο)



Lennard – Jones potential απλοποιημένο 
μοντέλο αλληλεπίδρασης δύο ατόμων ή και μορίων

Δυναμική ενέργεια VLJ συστήματος δύο 
ατόμων σε απόσταση r

Απωστικός όρος Ελκτικός όρος
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Lennard – Jones potential απλοποιημένο 
μοντέλο αλληλεπίδρασης δύο ατόμων ή και μορίων

Δυναμική ενέργεια VLJ συστήματος δύο 
ατόμων σε απόσταση r

Θεωρούμε αυθαίρετα τη δυναμική ενέργεια μηδέν 
όταν r∞. -ε είναι η ελάχιστη τιμή της δυναμικής 
ενέργειας, σ η απόσταση στην οποία η δυναμική 
ενέργεια γίνεται μηδέν. Στην απόσταση : 

η δυναμική ενέργεια VLJ = -ε

r

Απωστικός όρος Ελκτικός όρος

O2 molecule rmin=121 pmΕφαρμογή: σ=0.263 nm, ε=1.51 10-22 J



Lennard – Jones potential απλοποιημένο 
μοντέλο αλληλεπίδρασης δύο ατόμων ή και μορίων

Κατά προσέγγιση η δυναμική ενέργεια του LJ
συναρτήσει της απόστασης παρόλο που είναι μια 
αρκετά πολύπλοκη συνάρτηση, προσομοιάζει εκείνη 
του αρμονικού ταλαντωτή (παραβολή Ε=kx2/2).

Έτσι ο χημικός δεσμός μεταξύ ατόμων μπορεί να 
προσομοιαστεί με μικρά ελατήρια που συγκρατούν 
τα άτομα γύρω από τη θέση ισορροπίας (ελάχιστο 
στη δυναμική ενέργεια).  



• Το σχήμα δείχνει τη δυναμική ενέργεια που σχετίζεται με ένα 
ηλεκτρόνιο σε μια μικροηλεκτρονική συσκευή. Σε ποιο από τα 
σημεία που έχουν επισημανθεί η δύναμη επί του ηλεκτρονίου είναι 
μεγαλύτερη; 



Σύνοψη
• Η δυναμική ενέργεια είναι αποθηκευμένη ενέργεια που μπορεί να μετατραπεί 

σε κινητική ενέργεια

• Η μεταβολή στη δυναμική ενέργεια είναι το αρνητικό έργο που παράγεται από 
μια διατηρητική δύναμη, καθώς ένα σώμα κινείται σε οποιαδήποτε διαδρομή 
μεταξύ δύο σημείων:

• Όταν δρουν μόνο διατηρητικές δυνάμεις, η συνολική μηχανική ενέργεια K + U
διατηρείται:

• Οι καμπύλες δυναμικής ενέργειας περιγράφουν τη δυναμική ενέργεια ως 
συνάρτηση της θέσης και άλλων ποσοτήτων που αντιπροσωπεύουν τη 
διαμόρφωση του συστήματος

• Η δύναμη είναι η αρνητική παράγωγος της δυναμικής ενέργειας:










