


Modeling growth rates

ΔΝ(t)/Δt = Γ-Θ = r N(t)
Γ ο αριθμός των γεννήσεων = γΝ(t)
Θ ο αριθμός των θανάτων = θΝ(t)  Γ-Θ = γΝ(t)-θΝ(t)=r N(t)

N(t) ο πληθυσμός μια ορισμένη χρονική στιγμή t
r ο ρυθμός αύξησης για κάθε ένα οργανισμό
Συνήθως θέλουμε να γνωρίζουμε το ρυθμό 
αύξησης σε συγκεκριμένη χρονική στιγμή!

dN/dt = rN Εκθετική αύξηση







https://dlmultimedia.esa.int/download/public/videos/2016/02/043/1602_043_AR_EN.mp4



A marine tardigrade (Batillipes lusitanus) | 
2020 Small World in Motion Competition | 
Nikon’s Small World (nikonsmallworld.com)

https://www.nikonsmallworld.com/galleries/2020-small-
world-in-motion-competition/a-marine-tardigrade-
batillipes-lusitanus

Διάφοροι άλλοι μικροοργανισμοί ή 
κίνηση των οποίων καταγράφηκε με 
οπτικό μικροσκόπιο
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Πρόβλημα 2 σελ48 Mewman
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Τα μαθηματικά περιλαμβάνουν τη θεωρία του «Τυχαίου περίπατου (random walk)»

Κίνηση Brown

Όνομα: από τον βοτανολόγο Robert Brown (1827) 
μικροσκόπιο [παρατήρησε στο μικροσκόπιο την 
κίνηση κόκκων γύρης σε νερό]

Σημασία:
- Υποστήριξε την ατομική θεωρία
- Τα μαθηματικά που υποστηρίζουν την περιγραφή της συγκεκριμένης κίνησης βρίσκουν εφαρμογές:

Μαθηματικά
Μηχανική
Βιολογία
Χημεία κ.α.

Στις περισσότερες περιπτώσεις η κίνηση περιγράφει διεργασίες μεταφοράς (transport processes)
Διάχυση αέριων ρύπων
Διάχυση Ca στα οστά
Διάχυση θερμότητας σε στερεά
Κίνηση φορέων ρεύματος σε ημιαγωγούς
Κίνηση φωτονίων στο εσωτερικό του ήλιου κ.α.



Κίνηση Brown σε μια διάσταση

-Κινείστε σε μια διάσταση και στη χρονική στιγμή t=0 βρίσκεστε στην αρχή του άξονα. 
-Μπορείτε να βαδίζετε κάνοντας ένα βήμα τη φορά, πριν όμως «στρίβετε νόμισμα» εάν φέρετε κεφαλή πάτε ένα 
βήμα μπροστά, εάν φέρετε γράμματα πάτε ένα βήμα πίσω. Το βήμα σας έχει μήκος μονάδα.
Μετά από έναν αριθμό Ν βημάτων ποια η πιθανότητα να βρίσκεστε σε συγκεκριμένη θέση στον άξονα και 
πόσο μακριά από την αρχή του άξονα κατά μέσο όρο από το σημείο εκκίνησης;

Πρόβλημα: 

Ορίζουμε τη συνάρτηση πιθανότητας fN(n) που δίνει την πιθανότητα μετά από Ν βήματα να βρεθείτε στη θέση n 
πάνω στον άξονα.

Για n=0 f0(0) = 1
Για Ν=1 f1(-1) = ½ , f1(1) = ½
Για Ν=2 f2(-2) = ¼, f2(0) = ½, f2(2) = ¼
…
Για Ν=4 f4(4) = 1/16 = f2(-4) , f4(2) = 4/16 = ¼ = f4(-4) , f2(0) = 6/16 = 3/8

Τρίγωνο του Pascal

2Nf(n)

(α+β)Ν



Κίνηση Brown σε μια διάσταση

Πώς μοιάζουν αυτές οι πιθανότητες?

x1=+1, -1

H μέση τιμή του τετραγώνου του μήκους της διαδρομής

Ανάπτυγμα n όροι με            και n2-n με τη μορφή που είναι μηδέν

Και μετά από Ν βήματα:

Η τετραγωνική ρίζα της μέσης τιμής του τετραγώνου της απόστασης από την αρχή είναι n1/2 [         ]1/2 = Δxrms

Η rms απόκλιση από τη μέση τιμή 

68.2% πιθανότητα Δxrms Δxrms



Δ𝑥 ଶ = 𝑁𝑑ଶ

Διάχυση – diffusion / Stokes - Einstein



Φωτόνιο από το κέντρο του Ήλιου στη Γη…


